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betragen (siehe » Abbildung 1.18). Der normierte Ginikoeffizient ist somit:

0,16
—=0,4.
0,4
Dies bedeutet, dass die Fliache zwischen Lorenzkurve und Diagonale in unserem Bei-
spiel (siehe » Abbildung 1.17) 40 Prozent der Fldche betrégt, die bei Maximalkonzent-
ration aufgetreten wire (siehe » Abbildung 1.18).

Die Konzentration des Gesamteinkommens bei Berticksichtigung der Pramien ist viel
geringer (siehe U25). Wie nahe diese Konzentration der Null- oder Maximalkonzentration
ist, dartiber gibt der Ginikoeffizient Auskunft.

Bei der Messung der Konzentration einer Merkmalssumme auf die Erhebungseinhei-
ten sind hdufig Marktkonzentrationen im Blickpunkt: Wie gleichmabBig teilt sich etwa
der Gesamtumsatz einer Branche (zum Beispiel der Sportartikelhersteller) auf die ein-
zelnen Anbieter auf? Oder wie konzentriert sich die Gesamterdolférdermenge aller
OPEC-Léander auf die einzelnen Mitgliedsldnder? Auch sozialpolitische Fragen wie
jene der GleichmébBigkeit beziehungsweise UngleichméaBigkeit der Verteilung des
Steueraufkommens einer Bevdlkerung auf die einzelnen Steuerzahler werden durch
Messung der Konzentration behandelt (Weiterfithrende Literatur findet sich etwa in:
Zofel (2003), Kapitel 11; vertiefende Literatur in: von der Lippe (2002), Kapitel 6).

. Ubungsaufgaben

Die Lésungen zu den nachfolgenden Ubungsbeispielen finden Sie in der Kapitelzusammenfassung
unter ,Losungen Ubungsaufgaben”.

Fir die mit * markierten Aufgaben verwenden Sie die der Kapitelzusammenfassung ebenfalls
bereitgestellte Excel-Lerndatei unter ,Excel-Lerndatei”.

025*

Erstellen Sie unter Verwendung der im Internet bereitstehenden Excel-Lerndatei bei Einkommen
von fiinf Personen in der Hohe von 11.000, 13.000, 14.000, 11.000 und nochmals 11.000 Euro in
Excel die fiir das Zeichnen der Lorenzkurve der Konzentration der Merkmalssumme auf die ein-
zelnen Erhebungseinheiten notige Tabelle und zeichnen Sie diese anschlieBend der Anleitung
folgend. Berechnen Sie ferner mit dem Taschenrechner den dazugehdrigen Ginikoeffizienten.
U26

Laut der Lohnsteuerstatistik eines Landes (sehr groBes N) verdienen die 25 Prozent der am
schlechtesten verdienenden Arbeitnehmenden 3,9 Prozent des Gesamtbruttolohns, die
50 Prozent der mittleren Verdienenden 42,6 Prozent des Gesamtbruttolohns und die 25 Prozent
der am besten Verdienenden insgesamt 53,5 Prozent des Gesamten. Skizzieren Sie die Lorenz-
kurve der Konzentration des Gesamtbruttolohns auf die drei Gruppen von Arbeitnehmenden und
berechnen Sie den normierten Ginikoeffizienten.
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1.3.4 Kennzahlen des statistischen Zusammenhanges

Im » Abschnitt 1.2.2 haben wir bereits die gemeinsame Héufigkeitsverteilung zweier
Merkmale betrachtet: Es stellte sich bei dieser Betrachtung heraus, dass es vor allem
die bedingten Verteilungen sind, die interessant sein kénnen. Es wurde in » Beispiel
1.7 gezeigt, dass sich das Merkmal Studienrichtung aus » Beispiel 1.6 unter den
Frauen und unter den Méannern unterschiedlich verteilt hat. Das heit anders formu-
liert, dass das Merkmal Geschlecht offenbar einen Zusammenhang mit dem Merkmal
Studienrichtung aufgewiesen hat.

Dieser Zusammenhang ist ein statistischer (also in den Daten vorhandener), dessen
Begriindung nicht von den Daten mitgeliefert werden kann. Es bleibt also vollig offen,
ob das Geschlecht der Befragten kausal direkt mit deren Studienrichtung oder indirekt
iiber ein anderes Merkmal (oder mehrere andere) zusammenhéngt. Ein diese Problema-
tik sehr schon aufzeigendes Beispiel ist der statistische Zusammenhang zwischen der
Anzahl der pro Monat eines Jahres im dsterreichischen Bundesland Burgenland beob-
achteten Storche und der Anzahl der Geburten in der burgenldndischen Bevilkerung.
Uns allen ist klar, dass dieser Zusammenhang nicht kausal ist, dass also die Storche
nicht die Kinder bringen. Wie ist er aber dann zu erkldren, wenn er in den Daten doch
vorhanden ist? Die Stérche kehren im Mérz aus dem Siiden zum Briiten zuriick und
verlassen Mitteleuropa wieder im August. Das sind sechs Monate, in denen im Burgen-
land auch die Geburtenziffern in Summe etwas hoher sind als in den anderen sechs
Monaten. Das eine hat aber mit dem anderen nichts zu tun. Der Zusammenhang zwi-
schen den beiden Merkmalen ist ein statistischer, aber keineswegs ein kausaler. Der
Anwender der statistischen Methoden zur Messung des Zusammenhangs zweier Merk-
male muss schon selbst Gedanken zur Begriindung dieses Zusammenhangs liefern. Das
Ergebnis seiner Messung tut das nicht fiir ihn!

Ein weiteres Beispiel fiir eine moglicherweise etwas voreilige Erklarung fiir einen statisti-
schen Zusammenhang findet sich in der Zeitschrift ,,Gesund & Vital® (Ausgabe Juli 2000)
unter der Uberschrift ,,Schwangerschaft und Zahnfleisch“: ,, Arzte in den USA haben her-
ausgefunden, dass schwangere Frauen mit Zahnfleischerkrankungen ein sieben- bis
neunmal héheres Risiko fiir Fehlgeburten tragen. Rund 800 Frauen wurden untersucht.
Der eindeutige Rat als Ergebnis der Studie: Die Zahn- und Zahnfleischuntersuchung soll
selbstverstdandlicher Bestandteil eines jeden Vorsorgebesuches der Schwangeren beim
Arzt sein.“ Das kann moglicherweise sogar stimmen. Doch sicher kénnen wir uns nur auf
Basis des gefundenen Zusammenhangs zwischen Zahnfleischerkrankungen und Fehl-
geburten nicht sein. Genauso gut kdnnte es sein, dass in den USA die Intensitét der &rzt-
lichen Betreuung vom Einkommen der Familien abhdngt und dass von Familien aus
niedrigen Einkommensklassen demnach sowohl die dentale wie auch die prinatale Vor-
sorge weniger stark in Anspruch genommen wird als von reicheren Familien, die sich
dies eher leisten kénnen. Dadurch wiirden in beiden medizinischen Bereichen bei Arme-
ren hdufiger Probleme auftauchen als bei Reicheren. Dann wiére die Befolgung des Tipps,
zur Zahn- und Zahnfleischuntersuchung zu gehen, nur gut fiir das Zahnfleisch und
wiirde sich liberhaupt nicht auf das Risiko von Fehlgeburten auswirken!
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In diesem Abschnitt machen wir es uns zur Aufgabe, den Grad solcher statistischer
Zusammenhinge durch eine Kennzahl zu messen. Es ist dabei evident, dass es — wie bei
den Kennzahlen der Lage — fiir die verschiedenen Merkmalstypen wieder unterschied-
liche Kennzahlen geben muss. Was aber tun, wenn der Zusammenhang zwischen zwei
Merkmalen zu messen ist, die nicht dem gleichen Merkmalstyp angehtren? Da man ein
metrisches Merkmal wie ein ordinales beziehungsweise ein nominales Merkmal behan-
deln kann (dabei wird ein Informationsverlust in Kauf genommen) und ein ordinales
wie ein nominales, jedoch nicht zum Beispiel ein nominales wie ein metrisches, gilt die
Hierarchie: metrisch — ordinal — nominal. Es ist dann jene Kennzahl zu verwenden, die
fiir den ,,niedrigeren Merkmalstyp“ der beiden Merkmale geeignet ist.

Nominale Merkmale

Wenn man wie in »Beispiel 1.6 zwei nominale Merkmale vorliegen hat (oder ein
nominales und ein anderes in verschiedene Kategorien eingeteiltes Merkmal), dann
gibt es — wie oben beschrieben — einen Zusammenhang zwischen den beiden Merkma-
len, wenn die bedingten Verteilungen des einen Merkmals (zum Beispiel Studienrich-
tung) unter den durch die Merkmalsauspragungen des anderen Merkmals erzeugten
Teilgesamtheiten (etwa unter den Frauen und den Ménnern) nicht gleich sind. Dies
heiit ja, dass man aus der Kenntnis der Ausprdgung einer Erhebungseinheit beim
einen Merkmal eine Information iiber die Ausprdgung beim anderen schopfen kann.
Wie konnte man aber den Grad der Stirke des statistischen Zusammenhangs zweier
nominaler Merkmale durch eine Kennzahl darstellen? Betrachten wir zur Darstellung
der Idee nochmals die Daten aus » Beispiel 1.6.

Beispiel 1.13: Die Idee zur Messung des Zusammenhangs zweier
nominaler Merkmale

Die Haufigkeiten der Merkmale Geschlecht und Studienrichtung betragen:

Tabelle 1.13

Studienrichtung
Geschlecht BWL Soz VWL Sowi Stat Summe
weiblich 110 120 20 30 20 300
mannlich 90 60 30 10 10 200
Summe 200 180 50 40 30 500
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In relativen Haufigkeiten ergibt sich folgendes Bild:

Tabelle 1.14

Studienrichtung
Geschlecht BWL Soz VWL Sowi Stat Summe
weiblich 0,22 0,24 0,04 0,06 0,04 0,60
mannlich 0,18 0,12 0,06 0,02 0,02 0,40
Summe 0,40 0,36 0,10 0,08 0,06 1

Es wurde in der Erhebung also beobachtet, dass zum Beispiel 40 Prozent der befragten
Studienanfianger BWL, 36 Prozent Soziologie und so weiter studieren. Wenn es nun kei-
nerlei statistischen Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen Geschlecht und
Studienrichtung gidbe, dann miissten doch auch in den Teilgesamtheiten der weiblichen
und der ménnlichen Befragten jeweils 40 Prozent BWL, 36 Prozent Soziologie und so
fort studieren, die bedingten Verteilungen der Studienrichtung unter den Frauen und
unter den Ménnern gleich sein. Das heilit also, dass es genau dann keinen statistischen
Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen gibt, wenn die bedingten Verteilun-
gen der Studienrichtung unter den Frauen und unter den Ménnern der Randverteilung
des Merkmals Studienrichtung unter allen Befragten entsprechen. Demnach miisste die
Tabelle der gemeinsamen Haufigkeitsverteilung dieser beiden Merkmale, wenn sie kei-
nen Zusammenhang aufweisen wiirden, so aussehen, dass sich die daraus ergebenden
bedingten Verteilungen nicht unterscheiden und den jeweiligen Randverteilungen ent-
sprechen. Unter den 300 befragten Frauen miissten sich also in unserem Beispiel
genauso 40 Prozent fiir BWL entscheiden wie unter den 200 befragten Ménnern. Also
miissten sich unter den Befragten, wenn es keinen Zusammenhang zwischen
Geschlecht und Studienrichtung gibt, 120 weibliche und 80 méinnliche BWL-Studie-
rende befinden. Dies heilt, dass die relative Héaufigkeit der weiblichen BWL-Studieren-
den 120:500 = 0,24 und die der ménnlichen 80 :500 = 0,16 betragen miisste. Diese
relativen Héaufigkeiten bei Fehlen eines Zusammenhangs erhdlt man auch ohne den
Umweg iiber die Haufigkeiten aus den relativen Haufigkeiten (beziehungsweise Pro-
zentzahlen), da doch von den 60 Prozent weiblichen Befragten 40 Prozent und von den
40 Prozent ménnlichen ebenfalls 40 Prozent BWL studieren miissten. In relativen Hdu-
figkeiten ist dies ebenso 0,6-0,4 =0,24 und 0,4-0,4 = 0,16. Die relativen Haufigkeiten
der gemeinsamen Verteilung bei Fehlen eines Zusammenhangs ergeben sich also durch
Multiplikation der jeweiligen relativen Randhéufigkeiten in der Tabelle.

Die vollstdndige Tabelle fiir den Fall, dass kein Zusammenhang zwischen Geschlecht
und Studienrichtung vorliegt, hat demnach folgendermalen auszusehen:
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Tabelle 1.15

Studienrichtung
Geschlecht BWL Soz VWL Sowi Stat Summe
weiblich 0,24 0,216 0,06 0,048 0,036 0,60
mannlich 0,16 0,144 0,04 0,032 0,024 0,40
Summe 0,40 0,36 0,10 0,08 0,06 1

Tatsédchlich sind die beobachteten relativen Héufigkeiten (siehe » Tabelle 1.4) somit
geringfiigig anders, ndmlich zum Beispiel 0,22 und 0,18 und nicht 0,24 und 0,16. Da
also die beobachtete Verteilung in der Erhebung der 500 Wahlberechtigten von dieser
bei Fehlen eines Zusammenhangs zu erwartenden Verteilung (siehe » Tabelle 1.15)
abweicht, liegt hier keine statistische Unabhéngigkeit der beiden Merkmale vor. Wie
stark aber ist der Zusammenhang? Da die Abweichungen der tatsdchlich auftretenden
relativen Haufigkeiten von den bei Fehlen eines Zusammenhangs zu erwartenden
gering ist, sollte man meinen, dass ein schwacher Zusammenhang existiert.

Die Idee zur Messung der Stirke des statistischen Zusammenhangs zweier nominaler
Merkmale bedient sich genau dieser Tabellen der tatsdchlich beobachteten und der bei
Fehlen eines Zusammenhangs zwischen den beiden Merkmalen erwarteten relativen
Héufigkeiten. Umso stdrker der Zusammenhang ist, umso stiarker miissen die beobach-
teten relativen Haufigkeiten von den bei Fehlen des Zusammenhangs zu erwartenden
relativen Héufigkeiten abweichen. Wir bilden also zunédchst die Abweichungen der
einzelnen zweidimensionalen relativen Haufigkeiten von den bei Unabhédngigkeit zu
erwartenden, also (0,22 — 0,24), (0,24 — 0,216), (0,04 — 0,06) und so weiter. Wenn man
diese zehn Differenzen aus mathematischen Griinden auch noch quadriert, diese
quadrierten Differenzen noch jeweils durch die dazugehorigen zu erwartenden relati-
ven Haufigkeiten dividiert, die so erhaltenen Ergebnisse aufsummiert und diese
Summe schlieBlich mit der Gesamtzahl der Erhebungseinheiten N multipliziert, dann
erhalten wir eine hdufig verwendete statistische Kennzahl. Es ist dies das Zusammen-
hangsmaB Chiquadrat y 2 ( ... der griechische Buchstabe ,,Chi“).

Der Grund fiir die so komplexe Vorgehensweise liegt in der Mdglichkeit, mit dieser
auf diese Weise definierten Kennzahl den Zusammenhang zweier nominaler Merk-
male in der schlieBenden Statistik testen zu konnen (siehe dazu » Abschnitt 3.6).

In » Beispiel 1.13 erhalten wir als Zusammenhangsmal:

) (0,22-0,24)* = (0,24—0,216)  (0,04—0,06)
%> =500- + + + ...|=18,06.
0,24 0,216 0,06

Bezeichnen wir mit pj; die relativen Haufigkeiten der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer
solchen Tabelle (also ist zum Beispiel pq; die relative Haufigkeit, die in der ersten
Zeile und ersten Spalte steht) und markieren wir die beobachteten relativen Haufig-
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keiten jeder Zelle der Tabelle zuséitzlich mit dem Buchstaben b und die bei Unabhén-
gigkeit der beiden Merkmale zu erwartenden relativen Haufigkeiten jeder Zelle mit e
(so dass sich etwa in unserem Beispiel ergibt: p?, =0,22 und p{, =0,24), dann wird
die Vorgehensweise zur Berechnung von y ? formal darstellbar durch:

s N SRR 6
=N o (6)
Bei Vorliegen der Héufigkeiten anstelle der relativen Héufigkeiten miissen im Wesent-
lichen dieselben Rechenvorginge durchgefiihrt werden, um zum gleichen Ergebnis zu
kommen. Es sind dabei in (6) einfach die relativen Haufigkeiten p durch die Haufigkei-
ten h zu ersetzen. Jedoch ist am Schluss nicht mehr mit N zu multiplizieren, da dieser
Umfang N der Grundgesamtheit in den Haufigkeiten schon enthalten ist.

% 2 hat den Wert 0 bei Unabhingigkeit der Merkmale, denn dann ist ja die beobachtete
Verteilung gleich mit der bei Unabhéngigkeit zu erwartenden und die Haufigkeitsdif-
ferenzen sind allesamt gleich null. Die Kennzahl 2 kann uns aber wenig Auskunft
liber die Stdrke des statistischen Zusammenhangs geben, da sie noch nicht normiert,
das heilit zwischen zwei Werten eingegrenzt ist. Dies kann erst das so genannte Cra-
mersche Zusammenhangsma@ leisten, das héufig als Cramers V bezeichnet wird (und
nicht mit dem Variationskoeffizienten v nach (5) verwechselt werden darf):

2
Ve L ?)
N -(min(s,t)—1)

(s,t ... die Anzahlen der Merkmalsausprdagungen der beiden Merkmale; min(s,t) ... die
kleinere der beiden Anzahlen.) Durch die Division von yx 2 durch N und das um eins
verminderte Minimum der Anzahl der Merkmalsausprdgungen s und t der beiden
Merkmale erhalten wir eine Kennzahl, die zwischen 0 und 1 liegt und umso groBer ist,
umso starker der Zusammenhang ist.

Der Wert von V betrédgt in » Beispiel 1.13 wegen s = 2 (Anzahl der Auspragungen des
Merkmals Geschlecht) und ¢ =5 (Anzahl der Merkmalsauspriagungen des Merkmals
Studienrichtung) und somit min(s,f) = 2:

Bei V = 0 schlieBen wir auf das Fehlen eines statistischen Zusammenhanges, da V nur
dann 0 sein kann, wenn y 2 null ist. Nun aber lasst sich endlich auch eine Aussage iiber
die Stirke des statistischen Zusammenhangs machen. V liegt zwischen 0 und 1 und hat
den Wert 1 nur bei einem vollstindigen Zusammenhang. Dies kdme zu Stande, wenn
etwa alle weiblichen Befragten Soziologie und alle mdnnlichen BWL studieren wiirden
oder wenn die weiblichen nur die Auspragungen Soziologie, Sozialwirtschaft oder Sta-
tistik und die méannlichen nur BWL und VWL aufweisen wiirden, so dass man durch
die Angabe des Geschlechts direkt auf die Ausprdgungen des Merkmals Studienrich-
tung riickschliefen konnte.
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Je groBer V ist, desto stérker ist der statistische Zusammenhang. Als willkiirliche Faust-
regel zur verbalen Interpretation der Grade des Zusammenhangs sei angegeben, dass ein
Wert von iiber 0 bis 0,2 auf einen schwachen, ein solcher zwischen 0,2 und 0,6 auf einen
mittleren und ein Wert, der dariiber und unter 1 liegt, auf einen starken statistischen
Zusammenhang zwischen den beiden interessierenden Merkmalen schlieBen ldsst.

0 0.2 0,6 1

G i Ry

schwacher mittlerer starker

kein vollstandiger
statistischer Zusammenhang

Abbildung 1.20: Die Interpretation von Cramers V (Faustregeln)

In » Beispiel 1.13 haben wir es demnach mit einem schwachen statistischen Zusam-
menhang zwischen den beiden Merkmalen zu tun.

Metrische Merkmale

Bei metrischen Merkmalen ist die Situation grundlegend anders. Betrachten wir fol-
gendes Beispiel, das uns die Idee und den sich daraus abgeleiteten Rechenvorgang bei
der Messung des statistischen Zusammenhangs zweier metrischer Merkmale né&her
bringen soll.

Beispiel 1.14: Erhebung von zwei metrischen Merkmalen

In einem Betrieb arbeiten in einer Abteilung fiinf Méanner. An diesen wurden die
Merkmale Alter (in vollendeten Lebensjahren) und Einkommen (in Euro) gemessen:

Tabelle 1.16

Person Alter Einkommen
A 21 1.850
B 46 2.500
C 55 2.560
D 35 2.230
E 28 1.800
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Grafisch konnen diese Daten folgendermalien dargestellt werden:
2.700 ~
2.500 H °
2.300 A

2.100 ~

Einkommen

1.900 -
[ ]

1.700 -

1 -500 T T T T T T T 1
20 25 30 35 40 45 50 55 60

Alter

Abbildung 1.21: Streudiagramm zweier metrischer Merkmale
Grafische Darstellung der Daten aus W Beispie/ 1.14.

Diese Darstellung wird als Streudiagramm des zweidimensionalen Merkmals Alter und
Einkommen bezeichnet. Betrachten wir das Diagramm, so gewinnt man den Eindruck,
dass der Zusammenhang der beiden Merkmale solcherart ist, dass mit zunehmendem
Alter auch das Einkommen steigt. Wie aber kann man dies durch eine Kennzahl zum
Ausdruck bringen? Dazu betrachten wir die folgenden drei Streudiagramme:

Abbildung 1.22: Drei Streudiagramme fiir beliebige Merkmale x und y
Richtung des statistischen Zusammenhangs zweier metrischer Merkmale an drei Beispielen.

Im linken Streudiagramm von » Abbildung 1.22 ist die Richtung des Zusammenhangs
etwa so wie in » Abbildung 1.21: Wachst x, so wéchst tendenziell auch y. Einen sol-
chen Zusammenhang nennt man gleichsinnig. In der Mitte ist gar keine Richtung fest-
stellbar — x scheint mit y gar nicht zusammenzuhédngen. Im rechten schlieBlich fallt y
mit steigendem x. Dies ist ein gegensinniger Zusammenhang. Die Kennzahl, nach der
wir suchen, soll uns diese Fille unterscheiden helfen und auch Auskunft iiber die
Starke des Zusammenhangs geben!
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Abbildung 1.23: Drei Streudiagramme fiir beliebige Merkmale x und y
Starke des statistischen Zusammenhangs zweier metrischer Merkmale an drei Beispielen.

Im linken Streudiagramm von » Abbildung 1.23 sieht es wie im mittleren Streudiagramm
von b Abbildung 1.22 danach aus, dass die Merkmale x und y nicht zusammenhéngen. In
den beiden anderen Streudiagrammen von » Abbildung 1.23 lasst sich ein gleichsinniger
Zusammenhang feststellen. Hinsichtlich seiner Stirke wéchst der Zusammenhang offen-
sichtlich von links nach rechts an.

Betrachten wir fiir die zu suchende Kennzahl folgende Idee: Als Erstes berechnet man
fiir jede Erhebungseinheit i folgendes Produkt: (x; —x)-(y, —¥). x; und y; bezeichnen
die Merkmalsausprdgungen der beiden Merkmale x und y bei der i-ten Erhebungsein-
heit. Wir bilden also die Differenzen der Merkmalsausprdgungen der beiden Merk-
male zum jeweiligen Mittelwert und multiplizieren diese Differenzen. Zur grafischen
Darstellung der Bedeutung dieses Produktes betrachten wir » Abbildung 1.24.

2.700 . C
(46-37)
2,500

D (2.500-2.188)
2.3004

2.188 e
2.100-

Einkommen

1.900+

1.700+

1.500 T T T T T T T 1
20 25 30 3537 40 45 50 55 60

Alter

Abbildung 1.24: Grafische Darstellung der Idee zur Messung des Zusammenhangs zweier
metrischer Merkmale
Verwendet werden die Daten aus b Beispie/ 1.14.

In » Abbildung 1.24 sind diese beiden Differenzen von den Mittelwerten 37 und 2.188
am Beispiel der Person B eingezeichnet. Multiplizieren wir diese Differenzen, so
erhalten wir offenbar die Fldche des farbigen Rechtecks. Fiir Person A hat das Produkt
dieser Differenzen ebenfalls ein positives Vorzeichen, da sowohl das Alter als auch
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das Einkommen unter dem Mittelwert liegen und das Produkt zweier negativer Zah-
len positiv ist. Dies gilt ebenso fiir E. Fiir C gilt gleiches wie fiir B. Beide Differenzen
sind positiv und somit auch das Produkt. Fiir Person D gilt aber, dass das Alter unter,
das Einkommen aber iiber seinem Mittelwert liegt. Das Produkt der Differenzen zum
jeweiligen Mittelwert ist somit negativ. Wenn solche Flachen sowohl positive als auch
negative Werte aufweisen konnen, nennt man sie gerichtete Flachen.

Im nédchsten Schritt addieren wir diese gerichteten Rechtecksflaichen und dividieren sie
durch die Anzahl. Die so berechnete Zahl nennt man die Kovarianz (lat. cum = gemein-
sam, variare = schwanken) der Merkmale x und y und diese wird mit s, abgekiirzt. For-
mal ldsst sich das folgendermalen darstellen:

N
=)y, - 7)

Sy = : (8)

Vergleichen wir (8) mit Formel (2), so sehen wir, dass wir hier abermals einen Mittel-
wert berechnen, diesmal den der gerichteten Rechtecksfldchen. Die Darstellungen (2a)
und (2b) der Mittelwertsberechnung sind fiir die Kovarianzberechnung von unter-
geordneter Bedeutung, weil bei metrischen Merkmalen bestimmte Kombinationen
von Auspriagungen der beiden betrachteten Merkmale oftmals nur einmal vorkommen
und die Haufigkeit ihres gemeinsamen Auftretens somit gleich 1 und die relative Hdu-
figkeit gleich 1/Nist.

Betrachten wir nun die drei Streudiagramme aus » Abbildung 1.22 hinsichtlich der
dabei auftretenden Kovarianz: Denkt man sich die Mittelwerte von x und y wie in
» Abbildung 1.24 eingezeichnet, so gilt fiir das erste Streudiagramm, dass bei der
Berechnung der Kovarianz hauptsédchlich positive Produkte (= positive gerichtete
Rechtecksflachen) auftreten und die Kovarianz somit eine positive Zahl ist. Beim mitt-
leren Streudiagramm werden sich die positiven und negativen Fldchen ziemlich auf-
heben und die Kovarianz deshalb in der Nédhe von null sein. Im dritten Streudia-
gramm schlieBlich werden die ,negativen” Fldachen tiberwiegen. Die Kovarianz wird
deshalb negativ sein. Die Kovarianz ist somit eine zur Messung der Richtung des sta-
tistischen Zusammenhangs zweier metrischer Merkmale geeignete Kennzahl! Wenn
sie einen negativen Wert aufweist, ist der Zusammenhang zwischen den Merkmalen
gegensinnig, wenn sie einen positiven Wert aufweist gleichsinnig.

Eine Anforderung an eine Kennzahl zur Messung des Zusammenhanges ist aber auch,
dass wir damit auch dessen Stdrke bestimmen kénnen. In einem Streudiagramm wie
dem ersten in » Abbildung 1.23 werden sich (wie beim mittleren in » Abbildung 1.22)
die gerichteten Rechtecksfldchen ziemlich aufheben und die Kovarianz nahe bei null
liegen. Im daneben befindlichen Streudiagramm werden die positiven Rechtecksfla-
chen die negativen tiberwiegen (wie im linken Streudiagramm von » Abbildung 1.22)
und die Kovarianz wird positiv sein. Im Streudiagramm ganz rechts schlieBlich wer-
den die positiven Fldchen die negativen noch deutlicher tiberwiegen und die Kovari-
anz wird deshalb gréBer sein als bei der Verteilung im mittleren Streudiagramm.
Umso groBer der Wert der Kovarianz bei gleichsinnigen Zusammenhédngen also ist,
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desto grofBer ist der statistische Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen. Bei
gegensinnigen statistischen Zusammenhéngen iiberwiegen die negativen Rechtecks-
flaichen und das eben Beschriebene gilt somit analog fiir negative Werte der Kovarianz.
Die Kovarianz ist jedoch — dhnlich wie das ZusammenhangsmaB y? aus Abschnitt
,Nominale Merkmale“ — nicht nach oben beziehungsweise unten beschriankt, so dass
man aus ihr nicht sofort ablesen kann, wie stark der Zusammenhang ist.

Zur konkreten Bestimmung der Stidrke des Zusammenhangs miissen wir die Kovari-
anz deshalb (wie das auch bei Xz der Fall war) noch normieren. Dies gelingt, wenn
man sie durch das Produkt der beiden Standardabweichungen von x und y — wir
bezeichnen sie nun zu ihrer Unterscheidung mit s, und s, — dividiert. Auf diese Weise
erhilt man den Korrelationskoeffizienten von Bravais und Pearson, den wir mit dem
Buchstaben r kennzeichnen. Formal ldsst er sich also folgendermalen darstellen:

r=—3Y— 9)

Der mogliche Wertebereich des Korrelationskoeffizienten umfasst das Intervall [- 1; + 1].
Diese Kennzahl besitzt (wie Cramers V) bei Unabhéingigkeit der beiden Merkmale den
Wert 0, weil dann die Kovarianz null ist. Das Vorzeichen von r wird durch das Vorzei-
chen der Kovarianz bestimmt, weil die Standardabweichungen jedenfalls positive Zah-
len sind. Somit gibt uns, wie bei der Kovarianz, das Vorzeichen des Korrelationskoeffi-
zienten die Richtung des Zusammenhanges an. Ein positives Vorzeichen bedeutet, dass
der Zusammenhang gleichsinnig ist (wenn das Merkmal x zunimmt, dann auch das
Merkmal y). Ist r negativ, so ist der Zusammenhang gegensinnig (wenn x zunimmt,
dann nimmt y ab und umgekehrt).

0 -0,2 -0,6 -1
gegensinnig/
I ] ] ]
| | gleichsinnig | |
0 0,2 0,6 1
schwacher mittlerer starker
kein vollstandiger

statistischer Zusammenhang

Abbildung 1.25: Die Interpretation des Korrelationskoeffizienten (Faustregeln)
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