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Nichtdeterministische Automaten

Bei Geheimagenten muss
die Unterschrift 007 in ‘
der Nachvicht vevsteckt sein.

0.1,2,3 456,789

0,1,2,3,%,5.6,%8.9

smto"'@/ 04@7

Der st wivk_\ich
gléichzeih%

in mehreren

Zustonden-

Bei der Eingabe einer PIN gibt es nur richtig oder falsch. Wie sieht dann
der Automat aus, der die Nachricht des Geheimagenten Tom auf Kor-
rektheit Gberpriifen kann? Dazu kénnen vorher beliebige Ziffern stehen,
dann kommt die Unterschrift 007 und danach kénnen naturlich noch
mal beliebige Ziffern folgen.

Oh, was ist denn da passiert? Man kommt aus dem Zustand z, mit
der Eingabe der Zahl 0 sowohl in den Zustand z, als auch in den Zu-
stand z,. Dadurch ist die Ubergangsfunktion nicht eindeutig und wir
mussen beide Moglichkeiten testen, um zu entscheiden, ob die Eingabe
akzeptiert werden kann. Solche Automaten nennt man nichtdetermi-
nistisch, sie konnen gleichzeitig in mehreren Zustanden sein! So wird
vom Automaten nach Eingabe von 0 sowohl der Zustand z, als auch z,
angenommen. Bei der Eingabe der nachsten 0 sind sogar drei Zustande
moglich: zy, z; und z,. Wenn bei einer Entscheidung in mindestens einer
Alternative ein Endzustand erreicht werden kann, dann wird das Wort
akzeptiert. Anschaulich kann man sich das so vorstellen, dass der Au-
tomat alle Moglichkeiten durchprobiert und versucht, mit mindestens
einer Moglichkeit zum Endzustand zu kommen.
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Automaten

Ein nichtdeterministischer erkennender Automat besitzt eine
nichteindeutige Zustandsubergangsfunktion, die einem Zeichen :
aus dem Eingabealphabet E und einem Zustand Z mehrere Nachfol-
gezustande zuordnen kann. Er akzeptiert eine Eingabe, wenn es fur
die Eingabe mindestens einen mdglichen Weg durch den Graphen i
zu einem Endzustand gibt.

Da ein nichtdeterministischer Automat gleichzeitig in mehreren Zustan-
den ist, ist er nicht so einfach zu verstehen. Was fir Vorteile hat denn
dann der Nichtdeterminismus? Das wird deutlich, wenn man das Pro-
blem ohne Nicht-determinismus l6st. Der Automat wird dann deutlich
komplizierter, da er bei jeder falschen Ziffer, die vor der 007-Folge steht,
wieder in den Ausgangs-zustand zurtckkehren muss.

4;2,3,“‘.5;6.18,9 4-2n3."f.5.6, 8.9 o 0‘17”3,“’5.6'?‘8’9
Der hat immev nor
éme tond !
1,2,3,4,5,6,7.8,9 M €emnen Zystan

Es gibt natdrlich noch Automaten, die deutlich mehr kénnen und damit

komplizierter sind. Mehr Infos zu diesen Kellerautomaten und Turing-
maschinen auf der Webseite.
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4 Nichtdeterministische Automaten

{ \/ i Automaten sind ein wichtiges Modell der Informatik, mit dem man
—,\ i auch reale Automaten beschreiben kann.

Automaten
H lesen bestimmte Eingabefolgen,
B speichern ihr Wissen mit Hilfe von Zustanden und

B erzeugen dabei eine Ausgabe. Dieses kann eine Zeichenfolge
sein oder auch nur eine Ausgabe wahr/falsch. :

i Nichtdeterministische Automaten verhalten sich auch nach fes-
i ten Regeln, kdnnen jedoch gleichzeitig in mehreren Zustanden sein.

Je mehr Zustandsmaglichkeiten ein Automat besitzt, desto komple-
i xere Eingabefolgen kann er erkennen. Diese akzeptierten Eingabe-
i folgen oder Waorter bilden die Sprache des Automaten. :
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Wenn es klappt, 5
dann kann es dauern .......
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5 Berechenbarkeit

Berechenbarkeit und
Komplexitat

Wenn es klappt, dann kann es dauern

Das Kann ewid N\
davevn. \ch frage < )

mal den Tom.

Berechenbarkeit
Lisa sitzt vor einer schwierigen Mathematikaufgabe. Die von Hand zu
|6sen, wirde Stunden dauern. Sie fragt Tom, ob er ihr nicht schnell ein
Programm schreiben kdnne, das die Aufgabe 16st, denn der Computer
kann ja alles schnell berechnen. Tom versucht ihr zu erkldren, dass ein
Computer auch nicht immer schnell ist. Verschiedene Prozesse und Teile
von Programmen mussen bearbeitet werden und dafur benétigt jeder
Prozess Rechenzeit. Die Rechenzeiten der Prozesse unterscheiden sich
und mUssen von einem weiteren Prozess organisiert werden, der wiede-

rum Rechenzeit benétigt. Als er an dieser Stelle ankommt, unterbricht
ihn Lisa. Das sei alles interessant, aber lasst sich das nicht auch einfacher
erklaren?

So ein heilloses
Durcheinander im PC.
Da habe ich Keinen

Durchblick mehy.
\ﬁeht das nicht einfachev?
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Tom erzahlt ihr von einer sogenannten Registermaschine, die alles F—n, .
kann, wozu auch ein moderner PC fahig ist. Der Speicher einer sol- '
chen Maschine besteht aus sogenannten Registern, die einfach durch- ‘ ..... :
nummeriert sind; daher der Name. Registermaschinen sind im Vergleich
zu modernen Computern viel leichter zu verstehen, dafir sind sie aber
auch um ein Vielfaches langsamer. Eine Registermaschine wird mit ei-
nem Programm gespeist, das aus einer Reihe von einfachen Befehlen

besteht, z.B. LOAD, STORE, ADD, GOTO.

Lood(@)]i-1] APD(@)] i [Load(3)iv1] ...

Befehlozdhler  AKKumulatov

Die einzelnen Zeilen des Programms sind durchnummeriert. Um sich zu
merken, welche Befehlszeile als Nachstes bearbeitet werden muss, gibt
es einen Befehlszahler. Die Daten kénnen aus den Registern in den Ak-
kumulator geladen und dort durch die Befehle bearbeitet werden.

Lisa unterbricht ihn wieder an dieser Stelle. Da muss man sich ja hier
jede Menge Befehle und Begriffe merken. Sie fragt Tom, ob man einen
Rechner nicht ohne die vielen verschiedenen Befehle erklaren kénne.

Man kann einen Rechner noch auf eine andere Art modellieren, mit der
sogenannten deterministischen Turingmaschine, kurz DTM. Diese Ma-
schinen sind ein theoretisches Rechenmodell, fir das man Programme
erstellen kann, die das Gleiche berechnen wie eine Registermaschine.
Dabei haben sie jedoch nur wenige mégliche Operationen.

Eine Turingmaschine besteht aus einem Schreib-/Lesekopf und ei- ?Q.Z(‘
i nem unendlich langen Band, das als Speicher dient. Das Band ist in @
Zellen eingeteilt, in die verschiedene Symbole geschrieben werden —
kdnnen. Ist eine Zelle leer, wird das hier mit ,,_" gekennzeichnet.
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Eine DTM benétigt noch ein Programm und eine Menge verschiedene
Symbole, die vom Band gelesen oder auf das Band geschrieben werden
kdnnen.

Das hier verwendete Alphabet Y, besteht aus den Symbolen ,0,
1, _". In anderen Darstellungen kann es aber auch aus anderen
Symbolen und einer anderen Anzahl von Symbolen bestehen.
Die Anzahl der Symbole von ¥ ist aber immer endlich. Zu Beginn eines
Programms kann eine Eingabe auf dem Band stehen, wobei sich dann
der Schreib-/Lesekopf immer am linken Ende der Eingabe befindet.

Das Programm einer Turingmaschine besteht aus einer endlichen Men-
ge von Zustanden Q = {9y, 91, ---, Gn.q} und einer endlichen Menge
5 von Ubergangsfunktionen, die das Verhalten der DTM, wie Lesen
oder Schreiben, festlegen. Zudem werden im Allgemeinen zwei weite-
re Zustande benétigt: ein Zustand, in dem das Programm akzeptierend
beendet wird, g,cepr, Und einer, in dem das Programm ablehnend be-
endet wird, g,eqt- Die Ubergangsfunktionen regeln, was passiert, wenn
sich die Turingmaschine in einem bestimmten Zustand befindet und ein
Symbol vom Band liest. Dann wird der Zustand gewechselt, ein Symbol
auf das Band geschrieben und der Schreib-/Lesekopf nach rechts oder
links bewegt. Mathematisch schreibt man:

8(0, %) = (Q. X AR}
Die Programme koénnen in Tabellenform geschrieben werden. Dabei

steht in der ersten Spalte der Zustand, in dem sich die Turingmaschine
gerade befindet, und in der ersten Zeile das Symbol, das sich gerade
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unter dem Schreib-/Lesekopf befindet. In jeder Zelle der Tabelle steht

eine Folgekonfiguration; also der Zustand, in den die DTM wechselt,

das Symbol, das geschrieben wird, und die Bewegungsrichtung des

Schreib-/Lesekopfs. Wenn sich z.B. die DTM im Zustand q, befindet und

eine 1 liest, wechselt die DTM in den Zustand g, schreibt eine 1 und

bewegt den Schreib-/Lesekopf nach rechts.

Zu Beglnn befindet sich hier ein Programm immer im Zustand q,,.

Bei diesem Programm wird der Schreib-/Lesekopf der DTM einfach nur
so lange nach rechts bewegt, bis das erste ,_"-Symbol gelesen wird. Die
Maschine halt nur dann im akzeptierenden Zustand, wenn die Eingabe
mit einer 1 endet. Ansonsten ist die Eingabe fur diese DTM unguiltig.

Ist beispielsweise die Eingabe , 011", werden die folgenden Schritte
durchgefuhrt

14 Dle DTM ist im Zustand qq und liest eine 0. Sie  :
' bleibt im Zustand Jo. schreibt eine 0 und bewegt |
i den Kopf nach rechts. Formal schreibt man: :

gmme%ﬂm

2 Die DTM ist im Zustand g, und liest eine 1. Sie
i wechselt in den Zustand g,, schreibt eine 1 und
bewegt den Schreib-/Lesekopf nach rechts.
(@0 D> (@ 1R

i3 Die DTM ist im Zustand g, und liest eine 1. Sie i
: bleibt im Zustand g, schreibt eine 1 und bewegt
den Schreib-/Lesekopf nach rechts. i
HCIRIESCHR A
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4 Die DTM ist im Zustand g, und liest ein _. Sie
i i wechselt in den Zustand Qaccepts SChreibt ein _
und bewegt den Schreib-/Lesekopf nach rechts.

(q1' —) - (Qaccept' — R)

Mit Turingmaschinen lassen sich so verschiedene Berechnungen durch-
fihren. AuBerdem kann man untersuchen, ob Eingaben gewisse Ei-
genschaften haben, z.B. ob die Eingabe, wie hier, mit einer 1 endet.
Eingaben werden auch als Worte bezeichnet. Mengen, die aus Wor-
ten bestehen, die alle mindestens eine gemeinsame Eigenschaft haben,
werden als Sprache bezeichnet. Ein Beispiel hierfir ist die Sprache Pa-
lindrom. Ein Palindrom ist ein Wort, das vorwarts und rtckwarts ge-
lesen dasselbe ergibt. In der nattrlichen Sprache ist z.B. ,anna” oder
»draculasalucard” ein Palindrom; ,, dampfschifffahrt” hingegen nicht.

Das Alphabet der hier verwendeten Turingmaschinen besteht nur aus
den Symbolen 0 und 1. Die im Folgenden vorgestellte Turingmaschine
kann also nur untersuchen, ob eine Folge von Einsen und Nullen ein Pa-
lindrom bilden. Diese Maschine guckt sich zuerst das erste Symbol an,
merkt sich dieses und l6scht es vom Band. Zum Markieren, welche Sym-
bole vom Band schon gelesen worden sind, wirde ein gréBeres Band-
alphabet bendétigt. Stattdessen kann hier das vorderste Symbol geldscht
werden, weil es nur mit dem letzten Zeichen auf dem Band verglichen
werden muss. Der Schreib-/Lesekopf wird nach rechts bewegt, bis das
letzte Symbol erreicht ist. Wenn das letzte Symbol mit dem gespeicher-
ten nicht Ubereinstimmt, stoppt die Maschine und lehnt das Wort mit
reject @b Stimmen die Symbole Uberein, 16scht sie das letzte Symbol
vom Band und der Schreib-/Lesekopf wird so lange nach links bewegt,
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bis das erste ,,_" gefunden wird. Der Kopf wird dann um eine Position
nach rechts bewegt und das Symbol gelesen. Ist dieses Symbol wieder-
um ein ,,_", halt die Turingmaschine akzeptierend; ansonsten wird der
Algorithmus von vorne ausgefuhrt.

(Qacceptr—r L)
(Q3,_, L E
Qg L)

S S

9s (Qrejectlor L)

L Qs (@50, )

Eine aquivalente Darstellung der Tabelle als Graph kann man auf der
Website zum Buch im Internet sehen.

Die Turingmaschine kann sich Symbole merken, ohne diese auf das
Band zu schreiben. Dies funktioniert, indem die Maschine bei dem einen
Symbol in den einen und bei einem anderen Symbol in einen anderen
Zustand wechselt und von dort aus auf unterschiedliche Weise weiter-
arbeitet. Man sagt auch, dass das Symbol im Zustand gespeichert wird.

Bei der DTM, die die Sprache Palindrom entscheidet, kann man das an
dem Zustand g, sehen: Wird am Anfang eine 0 gelesen, wechselt die
Turingmaschine in Zustand g, und geht nach rechts; liest sie eine 1, so
wechselt sie in g, und geht ebenfalls nach rechts.

Mit Turingmaschinen kann man dasselbe machen wie mit einem PC,
jedoch unterscheiden sich die bisher betrachteten von normalen Com-
putern in einem wesentlichen Punkt: Sie kénnen nur eine Funktion be-
rechnen, wahrend Computer eine Vielzahl verschiedener Programme
durchfihren kénnen. Man kann jedoch die Funktionsweise einer Tu-
ringmaschine als eine Folge von Einsen und Nullen codieren. Eine solche
Codierung nennt man Gédelnummer. Wie eine solche Turingmaschine
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genau aussieht, die so codiert wurde, wird hier nicht beschrieben. In der
Informatik schreibt man fur eine codierte DTM M kurz <M>. Wird der
Codierung eine zusatzliche Eingabe w, die aus Zeichen aus der Menge
> besteht, Gbergeben, schreibt man <M>w. Diese zusammengesetzte
Eingabe kann man einer sogenannten Universellen Turingmaschine
Ubergeben, die dann die codierte DTM M mit der Eingabe w simuliert.
Du hast wohl eine

Endlosschleife pro-

grammievt . Kann das
dein PCnicht evkennen?

Das Kann Kein

(//ﬁ’\ PC evkennen.

Neben der Simulation von Computern kann man mit Turingmaschinen
eine weitere wichtige Sache machen: Man kann zeigen, dass es Prob-
leme gibt, die nicht berechenbar sind. Ein bekanntes Beispiel hierfir
ist das sogenannte Halteproblem. Die Frage, die sich stellt, ist, ob eine
DTM konstruiert werden kann, die entscheidet, ob eine beliebige, co-
dierte DTM <M> mit einer Eingabe w hélt oder ob sie in eine Endlos-
schleife lauft. Die Menge der Worte, die aus einer codierten DTM <M>
bestehen, die mit einer Eingabe w halten, wird kurz als H bezeichnet;
die codierte Turingmaschine zu der Sprache Palindrom mit einer belie-
bigen endlichen Eingabe ist ein Wort der Sprache H, da sie sicher im
Zustand Q,ccept Od€r Greject hélt. Die Menge H wird formal beschrieben
durch:
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