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7.6 Stabilitat

7.6 Stabilitat
7.6.1 Einfuhrung

Bei der Beurteilung des Stabilitdtsverhaltens linearer zeitinvarianter und zeitdiskreter Sys-
teme werden wir zwei Konzepte verfolgen:

1. die asymptotische Stabilitédt und

2. die BIBO-Eigenschaft (oft auch als BIBO-Stabilitit bezeichnet).

Beim ersten Konzept liegt das freie Systemmodell
Xit1 = Aax; (7.66)

vor. Wir untersuchen bei beliebigem Anfangszustand x( das Grenzverhalten des Zustands-
vektors, d.h. wir interessieren uns fiir den Ausdruck

lim x;.
1—00

Beim zweiten Konzept gehen wir davon aus, dass der Anfangzustand x verschwindet, d.h.
xo = 0. Wir nehmen ferner an, dass die Werte der Eingangsgrofle u; gewisse einschrinken-
de Merkmale aufweisen und fragen uns, ob die Werte der AusgangsgroBe y; die gleichen
Merkmale aufweisen. Wir untersuchen also das Eingangs-Ausgangs-Verhalten des Systems

T
Xi11 = Agx; + bgu; Yi = ¢y X + dqu;.

7.6.2 Asymptotische Stabilitat

Die Losung des freien Systems nach (7.66) als Funktion des vorgegebenen Anfangszustands
kann sofort angegeben werden: ‘
X; = A&XO .

Das (freie) System wird asymptotisch stabil genannt, wenn bei beliebiger Anfangsauslen-
kung xg
lim x; =0

11— 00

gilt.

Einfach gesagt: Unabhiingig von der Anfangsauslenkung kehrt das System nach unendlich
langer (!) Zeit in den Ruhezustand Null zuriick. Vom mathematischen Standpunkt aus heift
das: es gilt

lim A%xo =0

bzw. 4
lim A} =0, (7.67)

11— 00
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nachdem der Anfangszustand x( beliebig ist. Dann bedeutet das Vorliegen der aymptoti-
schen Stabilitit, dass der Grenzwert der unendlichen Matrixfolge

(Aq) = (AY, A}, A7, A7)
gleich null ist!

Entscheidend fiir das Konvergenzverhalten der Folge ist die betragsmadpfige Groe der n
Eigenwerte der Systemmatrix A ;!

* Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen der asymptotischen
Stabilitit lautet:
2] <1 fir v=1,2,...,n. (7.68)

Das bedeutet, dass alle Eigenwerte innerhalb des Einheitskreises liegen miissen
(siehe Abb. 7.1)!

A Im
z-Ebene |1 -
-1 <ty
' : Re
1

Abbildung 7.1: Zur asymptotischen Stabilitat

Anmerkung

Die Giiltigkeit des formulierten Kriteriums ist leicht ersichtlich, wenn die Systemmatrix
lauter verschiedene Eigenwerte besitzt. In diesem Fall kann nach (7.57) die Systemma-
trix A 4 mit Hilfe der Eigenvektoren und der zugehorigen Eigenwerte folgendermaf3en
formuliert werden:

A, = Pdiag(z,)P !

Bei asymptotischer Stabilitdt wird nach (7.67) verlangt, dass

lim A% = lim Pdiag(z,)P~! =0

11— 00
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gilt. Diese Forderung bedeutet wiederum, nachdem die Matrix P regulir ist, dass
lim diag(z%) =0

11— 00

bzw. fiir alle n Eigenwerte

lim 2 =0, (v=1,..,n)
71— 00

gilt. Das ist sicher gegeben, wenn alle Eigenwerte im Inneren des Einheitskreises liegen.

7.6.3 BIBO-Eigenschaft

Wie schon erwihnt, interessiert man sich nun fiir das Verhalten der Ausgangsgrof3e, wobei
der Anfangszustand gleich null ist. Es ist daher sinnvoll, die entwickelte Relation (7.7)

Yi = Zgifp,uﬂ = Zguuifu (7.69)
pn=0 v=0

zwischen Eingangs- und Ausgangsgrofe zu benutzen.

Wir prizisieren die Klasse der in Frage kommenden Eingangsgroflen, indem wir betrags-
mdfiig beschrinkte Eingangsgrofien betrachten:

lug| <1 fir i>0. (7.70)

Die auf den Wert 1 gesetzte Schranke fiir die Eingangsgrof3e bedeutet keine Einschrénkung,
da das System linear ist.

Das System besitzt die BIBO-Eigenschaft®, wenn die zugehorige AusgangsgroBe eben-
falls betragsmdflig beschrinkt ist. Das bedeutet, dass alle Werte der AusgangsgroB3e die
Ungleichung

lyi| <Y fir >0 (7.71)

erfiillen. Hierbei ist Y eine endliche Konstante.

* Notwendig und hinreichend fiir das Vorliegen der BIBO-Eigenschaft ist die Erfiillung
der Ungleichung

Z lgu] < 0. (7.72)
v=0

Das heifit, die Gewichtsfunktion muss absolut summierbar sein.

6 Man sagt auch ,,das System ist BIBO-stabil®.
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Bemerkung
Dieses Kriterium ist relativ leicht einzusehen, wenn man die Eingangsgrofie

Uj—y = Sgn(gu)

auf das System einwirken lasst. Der gro3tmogliche Wert der Ausgangsgrofie zum Zeit-
punkt ¢ = ¢7}; betrigt nach (7.69) dann

0
Yimax = Z |gu| .
v=0

Durch den Grenziibergang ¢ — oo erhalten wir den grofitmoglichen Wert fiir die Aus-
gangsgrofle

Yoo ‘= ZILIEO Yimax = Z |gu| s (7.73)
v=0

der bei Vorliegen der BIBO-Eigenschaft die Ungleichung

oo
Yoo = Z lgu| < o0
v=0

erfiillen muss.”

Bei der Ableitung dieser Bedingung spielt das Bildungsgesetz der Gewichtsfunktion
anhand der Systemdaten [A 4, by, ¢4, dg] keine Rolle!

Obiges Kriterium (7.72) vereinfacht sich enorm, da die Gewichtsfunktion gemal den Be-
ziehungen
go=dgq und g, = chAZ_lbd (v=1,2,3,...)

gebildet wird. Es gilt dann:

* Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die BIBO-Eigenschaft ist
lim g, = 0. (7.74)

V—00

Bei der hier betrachteten Systemklasse [A 4, by, €4, dg] istalso der Grenzwert der Gewichts-
funktion entscheidend! Weiters ist wichtig, dass dieses Grenzverhalten von den Eigenwerten
der Systemmatrix abhingt.®

 Aufgrund des Zusammenhanges der Gewichts- mit der Ubertragungsfunktion ist
Folgendes nicht verwunderlich: Man kann die BIBO-Eigenschaft eines Systems mit

7 Die Beziehung (7.73) spielt eine zentrale Rolle bei der rechnerunterstiitzten Synthese zeitdiskreter Regelkreise
bei beschrinkten Systemgrofien!
8 Siehe hierzu Gleichung (7.57) fiir den Fall verschiedener Eigenwerte.
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il

Hilfe seiner Ubertragungsfunktion iiberpriifen. Sie liegt genau dann vor, wenn alle
Pole der z-Ubertragungsfunktion im Inneren des Einheitskreises liegen.

ZUSAMMENFASSUNG

* Die asymptotische Stabilitit liegt genau dann vor, wenn alle Eigenwerte z,, der
Systemmatrix A ;4 im Inneren des Einheitskreises liegen, d.h.

|z <1 fir v=1,2,....,n.

 Aus der asymptotischen Stabilitét folgt die BIBO-Eigenschaft.

Die BIBO-Eigenschaft liegt genau dann vor, wenn die Gewichtsfunktion g,, ab-
solut summierbar ist, d.h.

o0

> o] < 0.

v=0

Die BIBO-Eigenschaft liegt genau dann vor, wenn die Werte der Gewichtsfunk-
tion fiir ¥ — oo nach null streben, d.h.

lim g, = lim ¢} A% 'by = 0.

V— 00

Die BIBO-Eigenschaft liegt genau dann vor, wenn alle Pole der z-Ubertragungs-
funktion im Inneren des Einheitskreises liegen.

7.6.4 Methoden zur Stabilitatsuberprifung

Bei der Untersuchung des Stabilititsverhaltens zeitdiskreter konstanter Systeme iiberpriift
man, ob sdmtliche n Nullstellen z; eines Polynoms n-ten Grades® mit reellen Koeffizienten

ai
n

An(2) = an H(z — %) = ap2" F ap_ 12" a1z + ag (7.75)
i=1
innerhalb des Einheitskreises liegen, d.h. ob die Ungleichungen

%<1 G=1,...,n) (7.76)

erfiillt werden. Man nennt ein Polynom, das keine Nullstellen mit der Eigenschaft |z;| > 1
besitzt, ein Einheitskreispolynom. Es existieren eine Reihe von Verfahren, mit deren Hilfe
diese Uberpriifung durchgefiihrt werden kann. Exemplarisch sei hier das Kriterium von

9 Hier kann es sich um das charakteristische Polynom der Systemmatrix oder das Nennerpolynom einer Uber-
tragungsfunktion handeln.
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Schur-Cohn angefiihrt. Es ist das Analogon zum Hurwitz-Kriterium. Hierbei untersucht
man das Vorzeichen gewisser Determinanten, die mit Hilfe der Koeffizienten des Polynoms
A, (z) gebildet werden. Ein weiteres Verfahren ist das so genannte Abbauverfahren, bei
dem man dhnlich wie beim wohl bekannten Routh-Schema vorgeht.

Wir verzichten an dieser Stelle auf die Demonstration der angefiihrten numerischen Stabi-
litatskriterien und verweisen auf die entsprechende Spezialliteratur [1, 29]. In den nachfol-
genden Ausfithrungen werden wir bei der Stabilitdtsuntersuchung einen ,,Ausweichweg®
einschlagen: Ausgehend von A, (z) wird durch eine geeignete Transformation der Varia-
blen z in die neue Variable ¢ ein Polynom n-ten Grades A, (q) erzeugt. Statt zu iiberpriifen,
ob A,,(z) ein Einheitskreispolynom ist, iiberpriift man nun mit wohl bekannten Verfahren,
ob das so entstandene Polynom A, (q) ein Hurwitz-Polynom ist!

Wir wollen allerdings zunéchst einfache (notwendige bzw. hinreichende) Bedingungen
angeben, die eine leichte Vorabiiberpriifung des Stabilititsverhaltens ermoglichen.

Zwei einfach zu iiberpriifende notwendige Bedingungen:

Das zu untersuchende Polynom nach (7.75) kann folgendermaf3en faktorisiert werden:

m

An(z) = ap H(z + ;)

i=1

(z+ Br + Jjve) (2 + Br — Jvk)

SN

™~
Il
-

m

= an H(z + ;)

i=1 k

[(z + Br)* + 7).

SN

Il
—

Hierbei haben wir angenommen, dass es m reelle und 2/ konjugiert komplexe Nullstellen
besitzt. Falls alle Nullstellen im Einheitskreis liegen, so konnen wir leicht eine Aussage
iiber das Vorzeichen des Wertes von A,,(z) an der Stelle z = +1 bzw. z = —1 treffen. Es
gilt

m l

An(£1) = ap [J(£1 + o H [(£1 4 Bi)? + 7).

i=1 k=1

Offensichtlich kommt es auf das Vorzeichen des ersten Produktausdruckes

m

an [J(£1 + o)

i=1
an, da der zweite immer positiv ist.

Unter der Annahme |o;| < 1 folgert man daraus umittelbar folgende norwendigen Bedin-
gungen:
Sgn[An(+1)] = Sgn(an)

sgn[A,(—=1)] = (—1)"sgn(ay).
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Eine einfach zu lberpriifende hinreichende Bedingung:
Falls die Koeffizienten des Polynoms A, (z) die Ungleichungen
Ay > Ap_1 > ... > a1 >ag >0
erfiillen, so ist A,,(z) ein Einheitskreispolynom. Die Giiltigkeit dieses Satzes ist allerdings
leider nicht leicht einsichtig.
Anwendung einer bilinearen Transformation
Eine interessante Moglichkeit zur Stabilititstiberpriifung ergibt sich, indem man das vorlie-

gende ,,zeitdiskrete Stabilitdtsproblem auf das geloste ,,zeitkontinuierliche®™ Stabilitéts-
problem zuriickfiihrt! Man benutzt hierfiir eine bilineare Transformation

1
Lo 114 (71.77)
l—q
bzw. nach q aufgelost
z—1
= . 7.78
1 z+1 ( )

Man bildet dadurch die komplexe z-Ebene in die komplexe g-Ebene ab (vgl. Abb. 7.2).

Bilineare Transformation

z-Ebene |1 g-Ebene
“"‘ '#,." 2 =1
| Re(g)=0
SH 2l<t Yy Re(g)<0
i Re Re
“‘ “0"
-1

Abbildung 7.2: Zur bilinearen Transformation

Diese (konforme) Abbildung hat bemerkenswerte Eigenschaften'”:

10 pje allgemeine bilineare Transformation
1+
1—

2l

z =

)

2l

wobei vy ein reeller positiver Skalierungsfaktor ist, weist dieselben Eigenschaften auf! Insbesondere bei dem
Regelkreisentwurf mit Hilfe von Bode-Diagrammen wird v = Tld angesetzt.
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e Punkte der z-Ebene auf dem FEinkeitskreis werden in solche auf der imagindren
Achse der g-Ebene transformiert:

|zl =1 < Re(q) =0.

e Punkte der z-Ebene im Einheitskreis entsprechen Punkten der g-Ebene links der
imagindren Achse der g-Ebene

|z] <1 < Re(g) <0.

Letzter Umstand ist einleuchtend: Betrachtet man die Ungleichung |z| < 1, so ist

diese der Ungleichung
1+
‘_q‘ <1 bzw. |1+¢|<|1—¢q]
l—q
dquivalent. Sie ist nur fiir komplexe Werte ¢ mit negativem Realteil erfiillbar (vgl.
Abb. 7.3).
komplexe g-Ebene
A A A
I T Sy
q q
q-1 7 1+q q-1 I+q g-1 I+gq

Abbildung 7.3: Zur konformen Abbildung

Die Stabilitétsuntersuchung wird folgendermafien durchgefiihrt: Ausgehend vom Polynom
A, (z) wird durch Anwendung der bilinearen Transformation (7.77) ein Polynom A,,(q)
erzeugt. Es wird zunichst

1+g¢q 1+gq 1+gq +4q

1
An = Qp " n— n—1
(17(]) a (1—q) +a 1(17q) + +a1(1iq)+ao
gebildet; daraus entsteht ein Polynom in der Variablen q:
~ n 1+
An(g) = (1—q) An(lTZ)- (7.79)

Entscheidend ist, dass die Lage der Nullstellen von A, (¢) beziiglich der imaginiren Achse
dieselbe ist wie die der Nullstellen von A,,(z) beziiglich des Einheitskreises. Damit gilt,
dass A,,(z) genau dann ein Einheitskreispolynom ist, wenn An(q) ein Hurwitz-Polynom
ist. Mit diesem Ergebnis konnen wir auf alle Erkenntnisse und numerische Verfahren des
»zeitkontinuierlichen® Falls zuriickgreifen.
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Beispiel: Wir betrachten ein Polynom 2. Grades:
Ay(2) = 2%+ ayz +ag

und wollen fiir die reellen Koeffizienten a; notwendige und hinreichende Bedingungen auf-
stellen, damit A (z) ein Einheitskreispolynom ist. Wir unterwerfen die komplexe Variable
z der bilinearen Transformation und erhalten

1+ q) _ (1 +q 14

2 q
11—y 1—q) +al(—1_q)+ao.

Ay

Durch Multiplikation mit (1 — ¢)? ergibt sich das Polynom

As(q) = (142 +ar(l+q)(1—q)+ao(l—q)?
= (1—a1+a0)@®+2(1 —aog)g+ (1+ a1 +ag).

Damit Ag(q) ein Hurwitz-Polynom ist, miissen alle seine Koeffizienten das gleiche Vor-
zeichen haben. Diese Bedingungen ergeben zwei Fille:

1. Fall: 1—ay+ag <0, 1—ag <0, 14+ay+a9 <0

2. Fall: 1—a;+ag>0, 1—ag>0, 14+a;+ap>0.

Der 1. Fall fiihrt zu einem Widerspruch. Es gelten dann die unter dem 2. Fall angegebenen
notwendigen und hinreichenden Bedingungen

1—a;+ag >0, 1—ag>0, 14+ay+ap>0.

7.7 Der digitale Regelkreis
7.7.1 Einfuhrung

Der Einsatz eines Digitalrechners zum Zweck der Regelung eines Systems stellt heute den
Normalfall dar. Implementierte Regelkreise beeinhalten meist ,,digitale Regler* (u-Pro-
zessoren, Signalprozessoren, Computer etc.). Wichtige Griinde hierfiir sind u.a. extrem
sinkende Kosten durch Fortschritte im Bereich der Mikroelektronik und die im Vergleich
7u ,,analogen Reglern* hohe Flexibilitdt [4, 11, 1,29]. In Abb. 7.4 ist ein einfacher digitaler
Regelkreis schematisch dargestellt.

Wir gehen auf dessen idealisiertes Funktionsprinzip kurz ein: Das zeitkontinuierliche Sys-
tem (Regelstrecke), dessen Verhalten beeinflusst werden soll, besitzt die skalare Eingangs-
groBe wu(t) und die skalare Ausgangsgrofie (MessgroBe) y(t). Es werden diesem System
nun zu diskreten Zeitpunkten ¢;

t; =Ty i=0,1,2,... (7.80)

MeBwerte entnommen. Zur Verarbeitung dieser Werte in einem Rechner werden sie in
eine addquate ,.digitale” Form konvertiert und diesem zugefiihrt. Dieser Prozess der Um-
wandlung des zeitkontinuierlichen (analogen) Signals in ein solches in digitaler Form wird
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u(t 4
@ »| Regelstrecke )
T, Rechner T,
DAU |« Regel— «| ADU
algorithmus
(u05u15u25'") (yO’.YDyZV")
Abbildung 7.4: Digitaler Regelkreis
T,

y(t) A ()}O:yl:yz’"')

. LLITTT,

L

Abbildung 7.5: Abtaster

durch einen idealen'! A/D-Umsetzer (ADU), auch ,,Abtaster* genannt, durchgefiihrt (siehe
Abb. 7.5).

Der Rechner erhilt demnach eine Folge von Zahlen y; = y(t;), die er aufgrund eines
programmierten Algorithmus verarbeitet, um daraus eine Folge von Werten u; zu erzeugen.
Es ist einleuchtend, dass die Berechnung der Werte u; eine gewisse Zeit benotigt, die im
Vergleich zu Ty hinreichend klein sein muss. Aus diesem Grund wird sie vernachléssigt. Die
Werte u; werden nun mit Hilfe eines idealen D/A-Umsetzers (DAU) in ein analoges Signal
konvertiert (siehe auch Abschnitt 7.4.4), das dem betrachteten System als Eingangsgrofie
zugefiihrt wird. Die notwendige Synchronisation aller erwidhnten Ereignisse wird meist
durch eine ,,Uhr* im Rechner iibernommen.

Es handelt sich offensichtlich um die Zusammenschaltung eines zeitkontinuierlichen Sys-
tems mit einem zeitdiskreten! Die mathematische Behandlung des resultierenden Gesamt-
systems ist aufgrund der unterschiedlichen Natur der Teilsysteme zweifellos nicht einfach.
Es ist nahe liegend, die Frage zu stellen, ob man die zeitkontinuierliche Beschreibung der
Regelstrecke durch eine dquivalente zeitdiskrete ersetzen kann. Dadurch wire eine einheit-
liche zeitdiskrete Beschreibung des Gesamtsystems moglich, was natiirlich von Vorteil ist.
Dieser grundlegenden Frage ist der folgende Abschnitt gewidmet.

1T wir gehen davon aus, dass diese Wandlung ohne Zeitverzug und fehlerfrei durchgefiihrt wird.
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7.7.2 Ein diskreter Simulator

Wir gehen davon aus, dass die Regelstrecke durch ein lineares, zeitinvariantes Zustands-

modell J
d—j = Ax + bu y=c'x (7.81)
der Ordnung n hinreichend genau beschrieben wird. Wir entwerfen nun ein zeitdiskretes
System
€iv1 = Au&; +bau; i = CdTEi (7.82)

mit der Eingangsgrofie u;, der Ausgangsgrofie n; und dem Zustandsvektor &,. Das Ziel, das
dabei verfolgt wird, besteht darin, die Grolen A 4, by und ¢4 so zu bestimmen, dass bei ge-
gebener Diskretisierungszeit T, gegebenem Anfangszustand £, = x(0) und vorgegebener
EingangsgroBe u; = u(iTy) fir i > 0 gilt:

& =x(iTy) und n; = y(iTy) firi>0. (7.83)
Ein System mit dieser Eigenschaft nennen wir einen diskreten Simulator.

Man kann sich vorstellen, dass solch ein Anliegen fiir beliebige Zeitverlaufe der Eingangs-
groBe nicht erfiillt werden kann. Hierzu ein Beispiel: Wir setzen asymptotische Stabilitit
des zeitkontinuierlichen (7.81) und des zeitdiskreten (7.82) Systems voraus und wihlen die
harmonische Eingangsgrofie

u(t) = e,

Dann wissen wir, dass im stationédren Fall die Verldufe der Ausgangsgro3en mit Hilfe des
Frequenzganges durch

y(t) = P(jw)e’®  mit P(jw) = ¢’ (jJwE — A)"'b

bzw. ) )
n = Pd(eWTd )ej“’de mit Pd(eJWTd) = cg(eNTdE — Ad)ilbd

gegeben sind. Fiir den Frequenzgang Pd(e'wTd) des gesuchten diskreten Simulators muss

demnach fiir alle Werte von w folgende Beziehung gelten:
) = P(jw).

Bedenkt man die Periodizitidt von Pd(ejWTd), erkennt man, dass obige Gleichung nicht
erfiillbar ist!

jwTy

Pd(e

Wir miissen die Klasse der Eingangsfunktionen w(t) also einschrinken! Hierzu betrachten
wir die allgemeine Losung x(¢) des zeitkontinuierlichen Systems (7.81) fiir t = Ty

Ty
x(Ty) = eATix(0) + /eA(TdfT)bu(T)dt. (7.84)
0

Es wird gewiinscht, dass der Zustandsvektor £, des diskreten Systems (7.82), d.h.

& = Ay€y + bauo, (7.85)
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