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DAS VERHALTEN VON REGELUNGSSYSTEMEN

Unter Verwendung einer Computersimulation (mit ¢ = 0,45) konnen wir die Einheits-
sprungantwort (Ubergangsfunktion) eines Systems bestimmen. Fiir y = 2,25 ergibt sich
fiir das System eine iiberkritische Ddmpfung, da der Realteil der komplexen Pole
—0,45 ist, wiahrend der reelle Pol gleich —0,444 ist. Die Ausregelzeit (2%-Kriterium)
kann mit Hilfe der Simulation zu 9,6 Sekunden bestimmt werden. Wenn man y = 0,9
(oder 1/y =1,11) mit £ ®, = 0,45 der komplexen Pole vergleicht, ergibt sich eine Uber-
schwingweite von 12% und eine Ausregelzeit von 8,8 Sekunden. Wenn die komple-
xen Pole dominant wiéren, kénnten wir eine Uberschwingweite von 20% erwarten
und eine Ausregelzeit von 4/ w, = 8,9 Sekunden. Alle diese Ergebnisse sind in

Tabelle 5.3 in zusammengefasster Form dargestellt.
Tabelle 5.3

Auswirkungen eines 3. Pols (Gleichung 3.18) fiir ¢ = 0,45

Ausregelzeit (normiert als v, T,

y 1/y  Uberschwingweite in % und mit 2% Kriterium)
2,25 0,444 0,0 9,63
1,5 0,666 3,9 6,30
0,9 1,111 12,3 8,81
0,4 2,5 18,6 8,67
0,05 20,0 20,5 8,37
0 ) 20,5 8,24

Die Kennwerte aus Abbildung 5.8 treffen nur fiir eine Ubertragungsfunktion ohne end-
liche Nullstellen genau zu. Wenn die Ubertragungsfunktion eines Systems endliche
Nullstellen besitzt, die zudem relativ nahe bei den dominanten komplexen Polen lie-
gen, werden die Nullstellen das Einschwingverhalten des Systems grundlegend beein-
flussen [5].

Das Ubergangsverhalten eines Systems mit einer Nullstelle und zwei Polen kann
durch die Lage der Nullstelle beeinflusst werden [5]. Abbildung 5.13(a) zeigt die pro-
zentuale Uberschwingweite der Sprungantwort als Funktion von a/{ w, fiir < 1 fiir
die Ubertragungsfunktion des Systems

w® s+a

T(s)=—2

a [sz +2§wns+wi] '

Abbildung 5.13(b) zeigt die tatsdchliche Sprungantwort fiir einige ausgewéhlte Werte
von a/¢ w,. Die tatsdchliche Systemantwort fiir diese ausgewéhlten Werte ist in Tabelle
5.4 fiir den Fall ¢ = 0,45 zusammengefasst dargestellt.
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5.4 Auswirkungen eines 3. Pols und einer Nullstelle auf die Sprungantwort eines Systems 2. Ordnung
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Abbildung 5.13: (a) Prozentuale Uberschwingweite als Funktion von § und e, fiir den Fall, dass eine Ubertragungs-
funktion 2. Ordnung eine Nullstelle aufweist. Nach R.N. Clark: /ntroduction to Automatic Control Systems (New York,
Wiley, 1962); mit freundlicher Genehmigung. (b) Sprungantwort fiir die Ubertragungsfunktion 2. Ordnung mit einer
Nullstelle fiir vier ausgesuchte Werte fiir das Verhéltnis (a/C w,): A=5, B=2, C=1und D = 0,5 fiir den Fall { =
0,45
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Tabelle 5.4

Sprungantwort eines Systems 2. Ordnung mit einer Nullstelle und ¢ =
0,45 (Zeit normalisiert als o, t, Ausregelzeit nach 2%-Kriterium)

alt , Uberschwingweite in % Ausregelzeit Uberschwingzeit
5 23,1 8,0 3,0
2 39,7 7,6 2,2
1 89,9 10,1 1,8
0,5 210,0 10,3 1,5

Die Korrelation zwischen dem zeitlichen Verhalten des Systems und der Lage der Pole
der Ubertragungsfunktion des Regelkreises in der s-Ebene kann zur Auswahl der
Kennwerte eines Systems verwendet werden. Wir wollen diese niitzliche Eigenschaft
der s-Ebene anhand eines einfachen Beispiels illustrieren.

~

CEETEERE  Auswahl der Parameter

Abbildung 5.14 zeigt einen Regelkreis mit einer einzelnen Riickkopplungs-
schleife. Wir wihlen den Verstarkungsfaktor K und den Parameter p so aus, dass
die Spezifikationen fiir den Zeitbereich eingehalten werden. Die Sprungantwort
soll so schnell wie méglich sein, wihrend die Uberschwingweite unter 5% blei-
ben soll. Weiterhin soll die Ausregelzeit, d.h. die Zeit, in der der Augenblicks-
wert innerhalb von 2% des Endwertes verbleibt, kiirzer als vier Sekunden sein.
Der Dampfungsfaktor ¢ fiir eine Uberschwingweite von 4,3% betrégt 0,707.
Abbildung 5.15 zeigt diesen Dampfungsfaktor grafisch als Linie. Da die Ausregel-
zeit definiert ist durch

T, = <4s,
tw,

fordern wir, dass der Realteil des konjugiert komplexen Polpaares von 7(s)

lw, =1

sein soll.

R(s) > Y(s)

s(s + p)

Abbildung 5.14: Einschleifiger Regelkreis
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LT ERAE Dominante Pole von T(s)

Wir betrachten ein System mit der Ubertragungsfunktion des geschlossenen Sys-
tems
’ s+a

a (s2 +28w,s+ wi)(l +7s)

Y(s) _ i)
R(S)_T( )

Sowohl die Nullstelle als auch der reelle Pol kénnen hierbei die Sprungantwort
des Systems beeinflussen. Wenn a >> ¢ w, und v << 1/ w,, gilt, haben der Pol
und die Nullstelle nur geringen Einfluss auf die Sprungantwort.

Wir betrachten jetzt die Ubertragungsfunktion

62,5(s+2,5)
s”+65+25)(s+6,25)

T(s)= (

Man beachte, dass die statische Verstarkung 1 betrdgt (7(0) = 1) und nach einem
Sprungsignal am Eingang ein stationédrer Nachfiihrungsfehler von Null zu erwar-
ten ist. Wir haben weiterhin { w, = 3, 7 = 0,16 und a = 2,5. Abbildung 5.16 zeigt
die Pole und Nullstellen in der s-Ebene. In einer ersten Naherung vernachlassi-
gen wir den reellen Pol und erhalten dann

10(s+2,5)
T(s)=5—"%.
s°+6s+25
Jjo
X T+ j4
4 12
-9 -6 -3
} > +=O o
—6,25 =25
4 _12
X +— —j4

Abbildung 5.16: Pole und Nullstellen fiir ein System 3. Ordnung, dargestellt in der s-Ebene

Wir haben jetzt ¢ = 0,6 und w, = 5 fiir dominante Pole mit einer begleitenden
Nullstelle mit a/( w,) = 0,833. Aus Abbildung 5.13(a) sehen wir, dass die
Uberschwingweite 55% betrdgt. Wir erwarten als Wert fiir die Ausregelzeit (2%

Kriterium)

4 4
T = =— =133s.
tw, 0,65
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5.5 Abschatzung des Dampfungsfaktors

Eine Computersimulation fiir das tatsdchliche System 3. Ordnung liefert eine
Uberschwingweite von 38% und eine Ausregelzeit von 1,6 Sekunden. Somit
liegt die dimpfende Wirkung des dritten Pols von T(s) in einer Ddmpfung des
Uberschwingens und einer Verlingerung der Ausregelzeit (der reelle Pol darf
also nicht vernachldssigt werden).

5.5 Abschatzung des Dampfungsfaktors

Der Dampfungsfaktor eines Systems kann aus dessen Sprungantwort gewonnen wer-
den [5]. Die Ubergangsfunktion eines Systems 2. Ordnung ist durch Gleichung (5.9)
gegeben, welche lautet

y(t)= 1—%6_&”“ sin(w,Bt+06),

mit B =,/1-¢* und 6 =cos™'{. Somit ist die Frequenz des sinusférmigen Terms fiir §
< 1 gleich

(1):(1)" 1_CZ =wnﬁ’

mit w / 2 & als Anzahl der Perioden pro Sekunde.
Die Zeitkonstante fiir den exponentiellen Abfall ist 7 = 1/(§ w,) Sekunden. Die
Anzahl der Peioden der geddmpften Sinusschwingung wéhrend der Dauer einer Zeit-

konstanten-Einheit betrégt
Perioden = o _ o8 _ B

Sekunde © 2ntw, 2atw, 2aC

Unter der Annahme, dass die Systemantwort innerhalb von n sichtbaren Zeitkonstan-
ten-Einheiten abfillt, erhalten wir
np

%. (5.19)

sichtbare Perioden =

Fiir das System 2. Ordnung bleibt die Systemantwort nach einer Zeitspanne, die vier
Zeitkonstanten-Einheiten (4 7) entspricht, innerhalb von 2% des stationdren Wertes.
Es ist also n = 4 und somit

sichtbare Perioden

_ap _4(1-¢)" 055

(5.20)
27¢ 27C c

fiir 0,2 <£ <0,6.

Zur Ubung betrachten wir nochmals die in Abbildung 5.5(a) gezeigt Sprungantwort
fiir den Fall ¢ = 0,4. Wir nehmen y(f) = 0 als erstes Minimum und zdhlen 1,4 sichtbare
Perioden ab (bis die Sprungantwort innerhalb von 2% des Endwertes verbleibt). Wir
schétzen dann ab

0,55 _ 0,55

=——22 222 _30.
Perioden 1,4
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Wir konnen diese Naherung fiir Systeme mit dominantem komplexen Polpaar verwen-
den, so dass gilt
,
T(s)= s*+2w, s+’
Wir sind somit in der Lage, den Dampfungsfaktor { aus der tatsdchlichen Sprungant-
wort eines real bestehenden Systems abzuschitzen.

Eine weitere Methode zur ndherungsweisen Bestimmung von ¢ besteht darin, die
Uberschwingweite der Sprungantwort zu bestimmen und dann ¢ mit Hilfe von Abbil-
dung 5.8 abzuschitzen. So kénnen wir z.B. aus der Uberschwingweite von 25% der in
Abbildung 5.5(a) gezeigten Systemantwort ermitteln, dass der Ddmpfungsfaktor ¢ = 0,4
betrédgt. Aus Abbildung 5.8 schédtzen wir dann ebenfalls wie erwartet { = 0,4 ab.

5.6 Lage der Pole in der s-Ebene und das
Ubergangsverhalten

Das Ubergangsverhalten eines Regelkreises kann iiber die Lage der Pole der Ubertra-
gungsfunktion beschrieben werden. Die Ubertragungsfunktion eines Regelkreises wird
allgemein geschrieben als

Py Y _ZREA)

R(s) A(s) ’

wobei A(s) = 0 die charakteristische Gleichung des Systems liefert. Fiir den einschlei-
figen Regelkreis nach Abbildung 5.14 reduziert sich die charakteristische Gleichung
auf 1 + G(s) = 0. Es sind die Pole und die Nullstellen, die das Ubergangsverhalten
eines Systems bestimmen. Allerdings entsprechen fiir einen Regelkreis die Pole von
T(s) den Wurzeln der charakteristischen Gleichung A(s) = 0. Man kann die Einheits-
sprungantwort eines Systems (mit der Verstdarkung 1), das keine Mehrfach-Pole auf-
weist, als Partialbruchzerlegung darstellen:

1 ¥ A X Bis+
Y(s)= s+ 3 s (5.21)

Ssto, Gst+2as+(d+ol)

wobei A;, B, und C; Konstanten sind. Die Pole des Systems miissen entweder s = —0;
lauten oder konjugiert komplexe Paare, wie z.B. s = —a; = j w; sein. Die inverse
Laplace-Transformierte ergibt sich dann als Systemantwort mit den Summanden

M N
y(t)=1+ > Ae " +> Die“sin(wt+6,), (5.22)
i=1 k=1

mit D, als Konstante, die von B, Cy, a; und w; abhéngt. Die Systemantwort setzt sich
zusammen aus der stationdren Ausgangsgrofe, den Exponentialtermen und den Termen
der geddmpften Sinusschwingung. Damit die Systemantwort stabil ist — d.h. bezogen
auf ein Eingangssprungsignal beschrankt bleibt — muss der Realteil der Pole, —o; und
—ay, in der linken Halbebene der s-Ebene liegen. Abbildung 5.17 zeigt die Impuls-
antwort (Gewichtsfunktion) fiir verschiedene Lagen der Pole. Da aus der Lage der Pole in
der s-Ebene eine direkte Aussage iiber die Form der Systemantwort gewonnen werden
kann, sollte man sich stets die Miihe machen, ihre Lage in der s-Ebene zu bestimmen.
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e

Abbildung 5.17: Impulsantwort (Gewichtsfunktion) fiir verschiedene Lagen der Pole in der s-Ebene (die konjugiert
komplexen Pole sind hier nicht dargestellt)

Es ist fiir einen Regelungstechniker wichtig, die Beziehungen zu verstehen, die zwi-
schen der Darstellung eines Systems im s-Bereich, den Polen und Nullstellen seiner
Ubertragungsfunktion und seinem Zeitverhalten als Reaktion auf Sprungsignale und
andere Testsignale bestehen. In Gebieten wie der Signalverarbeitung und Regelungs-
technik werden viele Berechnungen fiir die Analyse und den Entwurf vorteilhaft im
s-Bereich durchgefiihrt, da die Modelle der Systeme dort als Pole und Nullstellen der
Ubertragungsfunktion T(s) dargestellt werden kénnen. Allerdings werden, vor allem
in der Regelungstechnik, auch viele Untersuchungen zum Systemverhalten im Zeit-
bereich durchgefiihrt.

Der erfahrene Entwurfsingenieur wird so vorgehen, dass er Pole und Nullstellen der
Ubertragungsfunktion T(s) in der s-Ebene hinzufiigt, verschiebt oder entfernt und sich
die jeweilige Auswirkung auf die Sprung- oder Impulsantwort betrachtet. Ebenso sollte
er aus der Sprung- oder Impulsantwort herauslesen kénnen, welche Pole oder Nullstel-
len der Ubertragungsfunktion T(s) verandert werden miissen, um eine bestimmte Wir-
kung zu erzielen.

Ein erfahrener Entwurfsingenieur weil}, welche Auswirkungen bestimmte Lagen von
Polen und Nullstellen auf das Systemverhalten haben. Die Pole von T(s) bestimmen die
allgemeine Charakteristik der Systemantwort, wihrend die Nullstellen von 7{(s) die rela-
tiven Wichtungen der einzelnen Funktionen in der jeweiligen Charakteristik bestim-
men. Wenn man z.B. eine Nullstelle ndher an einen bestimmten Pol heranschiebt, wird
die Wirkung der zu der Nullstelle geh6renden Funktion auf diesen Pol abgeschwécht.

Man kann diese Vorgehensweise auch durch ein Computerprogramm bewerkstelli-
gen lassen, das dem Benutzer einen Satz von frei wéihlbaren Polen und Nullstellen zur
Verfiigung stellt, aus dem die Ubertragungsfunktion eines linearen Systems zusam-
mengestellt werden kann. Der Computer wird dann die Sprung- und Impulsantwort
des gewidhlten Systems berechnen und ausdrucken, oder das Entwurfsergebnis in ver-
kiirzter Form in der s-Ebene darstellen.
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Wenn das Programm einmal einen bestimmten Satz von Polen und Nullstellen berech-
net hat, kann der Benutzer die Lage einer oder mehrerer dieser Stellen verdndern. Das
Programm wird dann die neue Sprung- und Impulsantwort sowie die dazugehorigen
Stellen in der s-Ebene als Pol-Nullstellen-Bild neben den alten Ergebnissen darstellen.

5.7 Der stationare Fehler eines Regelungssystems mit
Einheitsriickkopplung

Einer der wichtigsten Griinde fiir die Einfithrung einer Riickkopplung in ein System ist
die Verringerung des stationdren Fehlers, die die erhohte Komplexitit und die zusétz-
lichen Kosten der Riickkopplung bei weitem aufwiegt. Wie im Abschnitt 4.5 bereits
gezeigt wurde, ist der stationédre Fehler eines Regelkreises im Allgemeinen um einige
GroBenordnungen geringer als der einer Steuerung. Das Stellsignal fiir das System,
welches ein MaB fiir den bestehenden Regelungsfehler ist, wird als E,(s) bezeichnet.
Der tatsdchliche Systemfehler ist allerdings E(s) = R(s) — Y(s). Fiir den in Abbildung
5.18 abgebildeten Regelkreis erhalten wir

G(s)

B _1+G(s)H(s)—G(s)R
1+G(s)H(s)

R = o) HE)

E(s)=R(s) (s).

R(s) —»( —>{ G(s) Y(s)

T— H(s)

Abbildung 5.18: Regelkreis mit einer Riickkopplungsschleife

Der Systemfehler ist genau dann identisch mit dem bestehenden Fehler E,(s), wenn
H(s) = 1 gilt. Genau dann gilt

1
T 14+G(s)

E(s) R(s).

Der stationdre Fehler ist fiir H(s) = 1 dann

lime(t) =e, =lim (5.23)

t>oo =0 1+G(s)

Wie wollen jetzt den stationédren Fehler eines Systems mit der Riickkopplung H(s) = 1
fiir die drei Standard-Testsignale zu untersuchen.

Sprungférmiges Eingangssignal Fiir den stationdre Fehler bei einem Sprungsignal
mit der Amplitude A erhalten wir

—limA s A
¥ w0 s [1+G(s)] 1+G(0)°

e
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5.7 Der stationdre Fehler eines Regelungssystems mit Einheitsriickkopplung

Es ist die Form der Ubertragungsfunktion G(s) des offenen Regelkreises, die den statio-
niren Fehler bestimmt. Die allgemeine Form der Ubertragungsfunktion des Regelkreises
lautet

Kﬁ(s+zi)

G(s)=—5—, (5.24)
sV (s + pk)

mit [] als Produkt der Faktoren. Somit hingt die Ubertragungsfunktion des Regelkrei-
ses, wenn s gegen Null strebt, von der Anzahl N der Integrationen ab. Wenn N groBer
als Null ist, strebt G(0) gegen unendlich und der stationdre Fehler gegen Null. Die
Anzahl der Integrationen wird hdufig durch Kennzeichnung des Systems mit einer
Typenziffer angezeigt, die nichts anderes ist als die Zahl N.

Somit wird fiir ein System des Typs 0 (N = 0) der stationére Fehler

8SS=1+2(0) _ AM _ (5.25)
Hzi
1+ K|-5—
Hpk
k=1

Die Konstante G(0) wird als Positions-Fehlerkonstate (oder Stellungskonstante) K,
bezeichnet, die gegeben ist durch

K, =limG(s).
Der stationére Nachfiihrungsfehler nach einem Sprungsignal der Amplitude A ist somit

gegeben durch
A

€ = .
1+K,

(5.26)

Der stationédre Fehler eines Systems mit mindestens einer Integration (N> 1) als Reak-
tion auf ein Einheitssprungsignal ist Null, da gilt

e. =lim A =lim As”
s-0 + KHZi s=0 Sn +K Hzi

Snﬂpk Hpk

Rampenférmiges Eingangssignal Der stationdre Fehler fiir ein rampenformiges Ein-
gangssignal (Geschwindigkeit) mit dem Anstieg A lautet

=0. [5.27)

e, = lim 12 > =lim 4 lim A . (5.28)
=0 5" [1+G(s)] 0 s+sG(s) =0 sG(s)
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Auch hier hidngt der stationdre Fehler wieder von der Anzahl N der Integrationen ab.
Fiir ein System mit N = 0 ist der stationdre Fehler unendlich gro8. Fiir ein System mit
N=1gilt
€y = limé;
T 5008 l:KH(s+zi)}
s[1(s+py)

oder
A

e _—A =—
* Kz K’

[1pe

wobei K, als Geschwindigkeits-Fehlerkonstante (oder Geschwindigkeitskonstante)
bezeichnet wird, welche berechnet wird durch

(5.29)

K, =lim sG(s).

Wenn die Ubertragungsfunktion zwei oder mehr Integrationen aufweist, also N > 2
gilt, erhalten wir einen stationdren Fehler von Null; fiir N = 1 besteht ein stationérer
Fehler. Allerdings ist, wie wir bald sehen werden, die stationdre Schnelligkeit der
Ausgangsgrofe gleich der Schnelligkeit der EingangsgroBe.

Parabelférmiges Eingangssignal Bei einem parabelférmigen Eingangssignal von r(f) =
A 12/ 2 ist der stationére Fehler

e =limA__S Jim—2

S R FETe T A (5:50)

Bei einer Integration, also N = 1, ist der stationédre Fehler unendlich groB, fiir zwei

Integrationen (N = 2) erhalten wir

A A
== =4 (5.31)
K[z K,

[1p

wobei K, als Beschleunigungs-Fehlerkonstante (oder Beschleunigungskonstante) be-
zeichnet wird und zu berechnen ist nach der Gleichung

e

K, =lim s°G(s).

Wenn die Anzahl der Integrationen mindestens 3 betrégt, ist der stationédre Fehler des
Systems 0.

Regelungssysteme werden héufig tiber ihre Typenziffer und die Fehlerkonstanten
K,, K, und K, beschrieben. Tabelle 5.5 zeigt die Definitionen fiir die einzelnen Fehler-
konstanten und die stationédren Fehler fiir die drei verwendeten Standard-Eingangssig-
nale in zusammengefasster Form. Wir wollen die ZweckmaébBigkeit der Fehlerkonstan-
ten anhand eines einfachen Beispiels erldutern.
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