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Das stationare elektrische Stromungsfeld

Ubungsaufgaben
Aufgabe 2.1 Parallelschaltung von temperaturabhingigen Widerstinden
Losungen Ein Kupferrunddraht hat den Radius a = 0,6 mm. Er ist von einer Silberschicht

der Dicke b = 0,2 mm umgeben. Die Leitfihigkeiten und Temperaturkoeffizienten
fiir die beiden Materialien sind in Tab. 2.1 angegeben.

Silber
Abbildung 2.17: Querschnitt durch den Draht

1. Welchen Gleichstromwiderstand hat dieser Draht bei 20°C, wenn er eine Lange
von 1 m besitzt?

2. Wie dndert sich der Gleichstromwiderstand bei einer Temperaturerh6hung
auf 100°C?

Aufgabe 2.2 Widerstands- und Leistungsberechnung

In einem Koaxialkabel ist der Bereich zwischen Innen- und AuBenleiter mit leit-
fdhigem Material gefiillt. Der Bereich 0 < ¢ <« besteht aus einem Material der
Leitfdhigkeit «,, der Bereich a < ¢ < 27 aus einem Material der Leitfidhigkeit «,.
Innenleiter und AuBlenleiter sind ideal leitfahig.

2

Abbildung 2.18: Koaxialkabel

1. Ermitteln Sie den Widerstand zwischen Innen- und AuBenleiter fiir ein Lei-
terstiick der Lénge /.

2. Welche Gesamtleistung P wird verbraucht, wenn auf einer Linge / ein Ge-
samtstrom I vom Innen- zum AuBenleiter flieft? Wie teilt sich hierbei die

Leistung auf die beiden Materialbereiche auf?
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Ubungsaufgaben

N

Aufgabe 2.3 Schrittspannung

Ein Blitzableiter ist in Form eines halbkugelférmigen Erders in den Boden einge-
lassen worden.

O
&)
>

Blitzableiter

@ \@ g

K—> ©

]

Erdreich
Abbildung 2.19: Halbkugelerder

Berechnen Sie die als Schrittspannung bezeichnete Potentialdifferenz, die sich in

Abhingigkeit von dem Abstand zum Erder bei einer Schrittweite s ausbildet.
J
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Einfiihrung

) Bei der Analyse elektronischer Schaltungen geht man in der Regel so vor, dass in

einem ersten Schritt die realen Bauelemente durch einfache Ersatzschaltbilder
(Modelle) ersetzt werden. Die Ableitung der Modellparameter haben wir bereits fiir
einfache geometrische Anordnungen, z.B. bei der Berechnung der Kapazitit eines
Vielschichtkondensators kennen gelernt. Mithilfe von geeigneten Rechenverfahren
und unter Zuhilfenahme vereinfachender Annahmen werden die im allgemeinen Fall
komplizierten dreidimensionalen Feldverteilungen zurtickgefithrt auf die integralen
GroBen wie z.B. R und C. Diese Modellierung der Komponenten ist im Wesentlichen
Aufgabe der Bauelementehersteller, die die bendtigten Informationen in Datenbldttern
zur Verfligung stellen. Die Aufgabe fiir den Schaltungsentwickler besteht darin, aus
den bekannten Komponenten gezielt Netzwerke fiir bestimmte Zwecke zusammenzu-
bauen. Die Berechnung von Netzwerken spielt daher in der Elektrotechnik eine <<
zentrale Rolle.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Lésen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B die Kirchhoff'schen Gleichungen anzuwenden,

B komplizierte Widerstandsnetzwerke zu vereinfachen,

B prinzipielle Fehlerquellen bei Widerstandsmessungen zu berticksichtigen,
B Spannungs- und Stromquellen ineinander umzurechnen,

B die Verbraucherleistung bei vorgegebener Quelle zu maximieren,

B Wirkungsgradberechnungen durchzufiihren sowie

B umfangreiche Gleichstromnetzwerke mit unterschiedlichen Methoden zu
analysieren.
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3.1 Zahlpfeile

Bevor wir uns mit dem einfachsten Fall der Gleichstromnetzwerke beschiéftigen, sol-
len einige immer wiederkehrende Begriffe definiert werden.

Zweipole:

Unter einem Zweipol versteht man ein Bauelement mit zwei Anschlussklemmen. Fiir
die Behandlung von Zweipolen in den Netzwerken ist nur noch ihr Klemmenverhalten
(gemeint ist der Zusammenhang zwischen den Grofen Strom und Spannung an dem
betreffenden Bauelement) von Interesse, die praktische Realisierung durch eine drei-
dimensionale Anordnung und die ortsabhédngige Verteilung der FeldgroBen spielen
keine Rolle mehr. Die Beschreibung erfolgt durch einfache skalare Beziehungen zwi-
schen den an den Klemmen zugénglichen GroBen Strom und Spannung. Als Beispiel
sei an den Kugelkondensator in Abb. 1.32 erinnert, der lediglich durch seine Kapazi-
tdt (1.80) charakterisiert wird.

Schaltkreise:

Durch die Zusammenschaltung von Bauelementen entstehen elektrische Netzwerke
(Schaltkreise). Zur vollstindigen Beschreibung eines Netzwerks muss neben dem
Klemmenverhalten aller Komponenten auch die Verkniipfung der Bauelemente unter-
einander bekannt sein. Die Zusammenschaltung bezeichnet man als Topologie bzw.
Schaltungstopologie.

Schaltbilder:

Die grafische Darstellung von Netzwerken bezeichnet man als Schaltbilder. Zur Dar-
stellung der Bauelemente werden die Schaltsymbole verwendet. Die leitende Verbin-
dung zwischen den Bauelementen (in der Praxis z.B. durch diinne leitende Drihte
realisiert) wird als idealer (widerstandsloser) Leiter angesehen und spielt bei der
Schaltungsanalyse keine Rolle. Die einzelnen Verbindungen sollten méoglichst gerad-
linig, kreuzungsfrei und ohne Richtungsdnderungen dargestellt werden. Gleichzeitig
sollte die Wirkungsrichtung bzw. die Signalflussrichtung den Normen entsprechend
von links nach rechts oder von oben nach unten verlaufen.

3.1 Zahlpfeile

Erinnern wir uns noch einmal an die Definition der elektrischen Spannung nach GI.
(1.30) als das Wegintegral der elektrischen Feldstérke

Uy = 0o (P1) = o (B) = [E-ds. (3.1)

Die beiden Indizes bei der Spannung verdeutlichen die Richtung, in der die Feld-
stirke integriert wird. Wenden wir diese Beziehung auf die zylindrische Anordnung
in Abb. 2.16 an, dann wird die Feldstirke von einem in der Aquipotentialfliche ¢,,
liegenden Punkt P, bis zu einem in der Aquipotentialfliche ¢, liegenden Punkt P,,

m
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d.h. in Richtung der x-Koordinate integriert. Die Spannung wird dann ebenfalls in der
gleichen Richtung positiv gezdhlt und in einem Schaltbild mit einem Z&hlpfeil ver-
sehen. Eine spezielle Kennzeichnung der beiden Anschlussklemmen mit den Zahlen
1 und 2 ist dann nicht mehr notwendig. Ist der Wert der Spannung auf der rechten
Seite der »Abb. 3.1 positiv, dann stimmt die Richtung des elektrischen Feldes mit der
Integrationsrichtung und damit auch mit der Zdhlrichtung fiir die Spannung iiberein,
der Pfeil zeigt von positiven zu negativen Ladungen.

E
- | —» (m— 1
P >
U1 2

Abbildung 3.1: Kennzeichnung der Spannung durch Zahlpfeile

Auf dhnliche Weise wird ein Zahlpfeil fiir den Strom vereinbart. In Kap. 2.2 hatten
wir bereits die Richtung der Stromdichte durch die Bewegungsrichtung der positiven
Ladungstrédger in Gl. (2.9) definiert. Den Strom erhélt man nach Gl. (2.11), indem man
das Skalarprodukt aus der gerichteten Stromdichte mit dem vektoriellen Flachenele-
ment iiber die zu betrachtende Flache integriert. Je nach Orientierung der vektoriellen
Fldache ergeben sich unterschiedliche Vorzeichen fiir den Strom. Betrachten wir auch
hier wieder die in Abb. 2.16 dargestellte Anordnung. Nach Festlegung der Richtung
von dA kann dem Strom eindeutig ein Zihlpfeil in diese Richtung zugeordnet werden
(»Abb. 3.2). Besitzt der Strom I auf der rechten Seite des Bildes einen positiven Wert,
dann bewegen sich die positiven Ladungstréger in Richtung des vektoriellen Fldachen-
elementes. Entsprechend bedeutet ein negativer Wert von I, dass sich die positiven
Ladungstrédger entgegen der Flachenorientierung bewegen.

— —’».:':(>—|:|—I>—

Abbildung 3.2: Kennzeichnung des Stromes durch Zahlpfeile

Strom und Spannung sind skalare Grofen. Dennoch werden ihnen in Schal-
tungen Pfeile zugeordnet. Diese Pfeile dienen der Zahlweise und diirfen nicht
mit Vektoren verwechselt werden.

Ein Spannungspfeil in Richtung der elektrischen Feldstirke zeigt positive
Spannungen an. Ein Strompfeil in Bewegungsrichtung der positiven Ladungs-
trager zeigt positive Strome an.
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3.2 Spannungs- und Stromquellen

3.2 Spannungs- und Stromquellen

Zur Aufrechterhaltung eines Gleichstromes in einer Schaltung miissen Quellen vor-
handen sein, die die von den Elektroden abflieBenden Ladungstrdger immer wieder
nachliefern. Betrachten wir zunédchst die »Abb. 3.3, bei der sich auf den Platten eines
Kondensators die Ladungen +Q befinden. An den Kondensator wird ein Verbraucher,
symbolisiert durch einen Widerstand, angeschlossen, an den die im Kondensator
gespeicherte Energie abgegeben werden soll. Da die auf der negativ geladenen Platte
befindlichen Elektronen durch die angeschlossenen Drahte und den Widerstand zur
positiv geladenen Platte flieBen kénnen, wird die anfanglich vorhandene Kondensa-
torspannung stetig abnehmen. Die aus dem Kondensator entnommene Energie wird
im Widerstand in Wirme umgewandelt!.

C 20 )

Q>0
R U>0
-Q
Quelle Verbraucher

Abbildung 3.3: Spannungsquelle und Verbraucher

Der Kondensator in der vorliegenden Anordnung ist nur bedingt als Spannungsquelle
einsetzbar. Einerseits nimmt seine Spannung zeitlich ab und andererseits kann er nur
fiir einen begrenzten Zeitabschnitt Leistung abgeben, da lediglich die zuvor im elektri-
schen Feld zwischen den Kondensatorplatten gespeicherte Energie zur Verfiigung steht.
Der iiblicherweise verwendete Begriff Quelle ist etwas irrefiihrend, da keine Energie-
erzeugung, sondern immer nur Energieumwandlung stattfindet. In einem Akkumulator
wird beispielsweise chemische Energie in elektrische Energie umgewandelt, im betrach-
teten Beispiel wird die elektrische Energie des Kondensators in Wéarmeenergie am
Widerstand umgewandelt.

Von einer idealen Gleichspannungsquelle wird jedoch erwartet, dass sie die Span-
nung unabhéngig von dem Belastungswiderstand zeitlich konstant hélt. Eine Batterie
bzw. ein Akkumulator? mit hinreichend groBer Energiereserve kommt dieser Situation

1 Strenggenommen wird bei diesem zeitabhédngigen Vorgang auch ein geringer Teil der Energie
durch Wellenausbreitung in den freien Raum abgestrahlt. Dieser Anteil tritt aber bei den im
Folgenden behandelten Gleichstromnetzwerken nicht auf und wird daher auch nicht weiter
betrachtet.

2 Ein Akkumulator wird genauso wie ein Kondensator durch seine Kapazitdt gekennzeichnet.
Allerdings hat dieser Begriff beim Akkumulator eine etwas andere Bedeutung. Er bezeichnet
nicht das Verhéltnis von aufgenommener Ladung zu angelegter Spannung [As/V] entspre-
chend Gl. (1.74), sondern den iiber einen Zeitraum zur Verfiigung stehenden Entladestrom.
Die Kapazitidt des Akkumulators wird daher in Ah oder mAh angegeben. Die Bezeichnung h
steht als Abkiirzung fiir Stunde (hour).
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schon sehr nahe. Mit elektronischen Schaltungen, die die vom 230V-Netz angebotene

Energie in eine Gleichspannung umwandeln, lassen sich nahezu ideale Spannungs-

quellen realisieren.

Fiir eine solche ideale Spannungsquelle gilt:

B die Ausgangsspannung ist unabhdngig von dem angeschlossenen Netzwerk,

B der Strom hédngt von dem angeschlossenen Netzwerk ab und stellt sich z.B. im Falle
eines ohmschen Widerstandes entsprechend der Beziehung I = U/R ein.

Ein vollig anderes Verhalten zeigen die Stromquellen, die ebenfalls mithilfe elektroni-

scher Schaltungen realisiert werden konnen. Fiir eine ideale Stromquelle gilt:

B der Ausgangsstrom ist unabhéngig von dem angeschlossenen Netzwerk,

B die Ausgangsspannung hingt von dem angeschlossenen Netzwerk ab und stellt sich

im Falle eines ohmschen Widerstandes entsprechend der Beziehung U = RI ein.

Fiir die Spannungs- und Stromquellen werden die in der »Abb. 3.4 dargestellten Sym-
bole verwendet. Dabei sind auch bereits die Fille dargestellt, bei denen Strom und
Spannung zeitlich veranderlich sind?.

——o0 ——o ——o0 —oO
Pl O Do ®o

L— o L— o L—o L— o
Spannungsquelle Gleich- Wechsel- Zeitlich beliebig
allgemein spannung spannung verénderliche Spannung

i(1) i(t) i(t)

\/\i@ ?

Stromquelle Wechsel- Zeitlich beliebig
allgemein strom veranderlicher Strom

Abbildung 3.4: |deale Spannungs- und Stromquellen

3 Die beiden Schaltzeichen Spannungsquelle allgemein und Stromquelle allgemein in Abb. 3.4
sind in Ubereinstimmung mit den Normen. Die zusitzlichen ebenfalls oft in der Literatur ver-
wendeten Schaltzeichen sind aussagekréftiger in Hinblick auf die Spannungs- bzw. Strom-
form und werden daher in den folgenden Kapiteln vor allem aus didaktischen Griinden
verwendet.
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3.3 Zahlpfeilsysteme

In Abschnitt 3.1 haben wir bereits ein Zahlpfeilsystem am ohmschen Widerstand (Ver-
braucherzahlpfeilsystem) kennen gelernt (rechte Seite der » Abb. 3.5), bei dem Strom
und Spannung gleich gerichtet sind. Fir U> 0 wird der in die positive Anschluss-
klemme hineinflieBende Strom positiv gezdhlt. Fiir die Quellen verwendet man {ibli-
cherweise das Generatorzahlpfeilsystem, bei dem Spannung und Strom entgegenge-
setzt gerichtet sind. Der aus der positiven Anschlussklemme herausflieBende Strom
wird positiv gezdhlt. Diese Festlegung ist angepasst an den physikalischen Hinter-
grund, dass der Generator (Quelle) die Energie liefert, wiahrend der Verbraucher die
Energie aufnimmt.

I 1
—»—o0 o—p—
<=> U U I:I U=RI
L— 0 o—
Generatorzahlpfeilsystem Verbraucherzahlpfeilsystem

Abbildung 3.5: Generator- und Verbraucherzahlpfeilsystem

3.4 Die Kirchhoff'schen Gleichungen

Eine der Hauptaufgaben der Netzwerkanalyse besteht darin, die Strome und Spannun-
gen an den einzelnen Zweipolen auszurechnen, sofern die verwendeten Netzwerkele-
mente (Widerstdnde, Kondensatoren usw.), ihre Verkniipfungen untereinander sowie
die Quellen innerhalb des Netzwerks bekannt sind. Betrachten wir das an eine Span-
nungsquelle angeschlossene, allein aus ohmschen Widerstanden aufgebaute Netzwerk
in »Abb. 3.6, dann wird deutlich, dass zur Berechnung der gesuchten GroBen das
Ohm'sche Gesetz allein nicht ausreicht.* Zwar kann mit diesem an jedem Widerstand
der Strom durch die Spannung oder die Spannung durch den Strom ausgedriickt wer-
den, dennoch bleibt an jedem Zweipol eine GroBie unbestimmt. Dies gilt auch fiir den
Zweipol mit der Spannungsquelle, in dem der Strom zunédchst unbekannt ist.

4 Vereinbarung: Die schwarz ausgefiillten Markierungspunkte (Knoten) in dem Netzwerk zei-
gen an, dass die Leitungen an dieser Stelle elektrisch leitend miteinander verbunden sind, z.B.
durch Zusammenschrauben oder Verl6ten. Die Kreisringe markieren diejenigen Punkte im
Netzwerk, zwischen denen die eingezeichnete Spannung gemessen wird.
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Abbildung 3.6: Einfaches Netzwerk

Zur allgemeinen Netzwerkanalyse werden offenbar weitere Bestimmungsgleichungen
benétigt. Einen ersten Zusammenhang erhalten wir aus der Bedingung (1.22). Diese
besagt, dass das Umlaufintegral der elektrischen Feldstédrke entlang eines geschlossenen
Weges verschwinden muss. Zur Verdeutlichung dieses Zusammenhangs betrachten
wir eine beliebige Masche aus dem in Abb. 3.6 dargestellten Netzwerk. Nummeriert
man die Verbindungspunkte in der in »Abb. 3.7 angegebenen Weise, dann kann die
Gl. (1.22) mit den Feldstdrken folgendermaBen geschrieben werden

. Pza P3ﬂ Pla
<j>E-d§= _[E-d§+ jE-d§+ _[E-dé:o. (3.2)
c P, P, P,
U,

Abbildung 3.7: Maschenregel
Diese Gleichung ldsst sich mit den in der Abb. 3.7 eingetragenen Spannungen und den
ihnen willkiirlich zugeordneten Zdhlpfeilen folgendermalen schreiben

Up, +Ug, —Upg, =0. (3.3)

Verlduft der Integrationsweg ds entgegen der willkiirlich angenommenen Zahlrich-
tung bei der Spannung, dann ist diese mit negativem Vorzeichen einzusetzen. Dieser
hier an einem Beispiel gezeigte Zusammenhang wird als Maschenregel bezeichnet und
lasst sich fiir jede geschlossene Masche in der allgemeinen Form

Z U=0 (3.4)

Masche

darstellen. Damit gilt die Aussage:
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