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3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

WAS GLAUBEN SIE 2 BE| WEM WIE KOMMEN SIE JETZT

VON UNS BEIDEN IST DIE AUF DIESE FRAGE 2 ABER, OHNE

WAHRSCHEINLICHKET GROSSER, HNEN 20 NAHE TRETEN

DAS RENTENALTER ZU WOLLEN, SIE HABEN DIE BESSERE
ERREICHEN? BEDINGTE WAHRSCHENLICHKEIT DAFCR.

Beispiel mit bedingter Wahrscheinlichkeit

Statistica legt Bernie den Geschéaftsbericht der Firma ,Schnapp-
chenmarkt” auf den Tisch. ,Schndppchenmarkt” bietet seine Pro-
dukte im Internet Uber ein Shoppingsystem an und lobt in dem
Geschéftsbericht seine verkaufsfordernden MaBnahmen. Anhand
eines Kreisdiagramms wird der Erfolg einer Werbeaktion des letz-
ten Jahres veranschaulicht.

Auf zwei gut frequentierten Webseiten eines Fachmagazins und ei-
ner lllustrierten wurde jeweils ein Werbebanner platziert, der dem
.Schnappchenmarkt” Kunden zufiihren sollte. Aus dem Kreisdia-
gramm lasst sich ablesen, dass 14,5% aller Online-Besucher des
.Schndppchenmarkts” tber das Fachmagazin kamen und 32,1%
Gber die lllustrierte. AuBerdem verrat der Geschaftsbericht, dass
4% der Fachmagazinbesucher und 1,5% der Besucher, die Uber die
lllustrierte kamen, tatsachlich gekauft haben.

Der Geschaftsbericht sagt aber nichts dartber aus, welcher der bei-
den Werbeplatze der erfolgreichere war. Genau dies soll Bernie fur

: Statistica ermitteln.



https://www.pearson.de/9783863266035

Wahrscheinlichkeitsrechnung

DAS IST MEIN GESCHAFTSBERICHT,  KEelN PROBLEM!

ICH WEISS AUCH DASS 17 DER ~ BERNIEDAS IST WAS
% y) FACHMAGAZINBESUCHER UND 5% FUR SIE! /
V= ~] DER ILLUSTRIERTENBESUCHER
GERAVRT HABEN. WELCHE WERBUNG

0 ABER BRINGT MEHR2 05012
i HERKUNFTDER DAS WUSSTE
L SCHNAPPCHENMARK ICH GAR AICHT,

Ganz offensichtlich wird die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Besucher
der Internetplattform auch tatsachlich kauft, von einem anderen Er-
eignis beeinflusst, namlich dadurch, tber welchen Werbeplatz er zum
. Schappchenmarkt” geleitet wurde. Diese Ereignisse sind dann vonei-
nander abhdngig.

Wir legen drei Ereignisse F, I und U fest:

F: Der Besucher kommt Uber die Werbung im Fachmagazin.

I: Der Besucher kommt Uber die Werbung in der Illustrierten.

U: Ubrige Besucher

AuBerdem unterscheiden wir noch die Kaufer und die Nicht-Kaufer:
K: Besucher kauft ein Produkt.

K: Besucher kauft nicht.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt nun ein Besucher Uber das Fach-
magazin zum ,, Schnappchenmarkt” und kauft ein Produkt?
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Wir fragen also nach P(FNK). Laut Auswertung von Bernie ist
P(F) =14,5% die Wahrscheinlichkeit dafur, dass ein Besucher Gber das
Fachmagazin auf die Seiten des , Schappchenmarkts” kommt.

Von allen Besuchern des Fachmagazins werden 4 % ein Produkt kaufen,
also gilt:

P(K|F) =4%.

P(K]|F) ist die abkirzende Schreibweise fir P(K unter der Bedingung,
dass F eingetreten ist).

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass jemand Uber das Fachmagazin
gekommen ist und gleichzeitig Kaufer ist, also P(F n K). Das kénnen
wir mit dem Multiplikationsgesetz ausrechnen. Nun ist

P(FNK)=P(K |F)-P(F)=0,04-0,145 = 0,0058

die gesuchte Antwort, in Prozent 0,58%, was plausibel erscheint, denn
schlieBlich kaufen 4% der Fachmagazinbesucher, welche wiederum
14,5% von allen Besuchern ausmachen.

Von allen Besuchern des ,,Schnappchenmarkts” kommen
P(I)=32,1%

Uber die lllustrierte. Von diesen wiederum kaufen
P(K|I)=15%

tatsachlich ein Produkt. Damit ist also
P(INK)=P(K|I)- P(I)=0,48%

die Wahrscheinlichkeit dafur, dass ein zufallig ausgesuchter Besucher
Uber die Illlustrierte kam und ein Produkt gekauft hat.

Falls also die Werbeplatze bei der lllustrierten und dem Fachmagazin
gleich viel kosten, muss die Anzeige beim Fachmagazin eindeutig als
erfolgreicher eingestuft werden, obwohl in absoluten Zahlen gemessen
weniger Besucher Uber das Fachmagazin kommen.
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Zur Behandlung abhangiger und unabhangiger Ereignisse fassen wir zu-
sammen:

Sind zwei Ereignisse A und B voneinander unabhangig, so gilt:

: P(ANnB)=P(A)-P(B)

Ist dagegen B von A abhangig, so gilt: %
— i

P(ANB)=P(A) - P(B|A)
i allgemeines Multiplikationsgesetz

Das zweite Multiplikationsgesetz ist das allgemeine. Sind namlich B
und A unabhangig, dann gilt

P(B|A) = P(B),

da die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten von B nicht durch das
Eintreten von A beeinflusst wird. H

Mit diesen Uberlegungen sind wir nun geristet fir unseren Kriminalfall
auf hoher See. Dabei hilft uns der Nachlass eines englischen Mathema-
tikers aus dem Jahre 1763.

Satz von Bayes

Herr Bernie und Statistica sind auf einem Kreuzfahrtschiff unter- |

wegs und gonnen sich ein paar Tage Urlaub. An einem Nachmittag
wird in der Kabine von Diva Dada Damur eingebrochen und eine
wertvolle Uhr entwendet. Der Schiffsdetektiv ermittelt. Nach eini-
gen Befragungen bleiben zwolf Verdachtige Gbrig, unter denen sich
auch der Dieb befindet. Wer aber war es?

Der Detektiv mochte zur endgultigen Aufklarung einen Llgende-
tektor einsetzen. Den Schuldigen erkennt das Gerat mit einer Ver-
lasslichkeit von 92%, einen Unschuldigen sogar mit einer Verldss-
lichkeit von 98%. — Statistica rat dem Detektiv dennoch von dem
Einsatz des Ligendetektors ab. Der Detektiv ist Uberrascht. Spre- i

| chen diese Werte etwa nicht flr sich?
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VOM EINSATZ DES LUGENDETEKTORS _ WARUMZ BIS JETZT
RATE ICH [HNEN-SCHWER AB, DIE DATEN  HATTE ICH HOFFNUNG,
HERR SCHNUFFEL D) SPRECHENDOCH  DASS DAS EIN
FUR SICH, , URLAUB WIRD. ICH
HORE ABER JET2T SCHON
\r_/—\ FRAUSTATISTICA SAGEN:
BERNIE | MACHEN SEE
N\ DIES, HOLEN SIE MR JENES.
C//D e CHZ
/ //

20

! ST TN g
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Bernie soll berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit einer der zwolf
Verdachtigen schuldig getestet wird, obwohl er unschuldig ist. Dazu
definiert er zunachst einmal folgende Ereignisse:

S: Der Verdachtige ist schuldig.
U: Der Verdachtige ist unschuldig.
D: Das Ergebnis des Tests am Lugendetektor ist positiv.

U ist offensichtlich das Gegenereignis zu S. Wenn ein Verdachtiger aus-
gewahlt wird, weiB man nicht, ob man den Schuldigen erwischt hat,
ob also S oder U eingetreten ist. Dies lasst sich nur mutmaBen, d.h. mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit aussagen. S und U sind daher zu-
nachst hypothetische Ereignisse oder einfach Hypothesen.

Wenn der Detektor ausschlagt, ist das Ereignis D dagegen eingetreten
und wir suchen die Wahrscheinlichkeit fur S, dass der Verdachtige nun
wirklich schuldig ist.

Wir fragen also nach der bedingten Wahrscheinlichkeit

P(S|D),
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der Wahrscheinlichkeit flr Schuldig, unter der Bedingung, dass der De-
tektor ausschlagt.

Zunachst einmal sind uns folgende Wahrscheinlichkeiten bekannt:

Unter den zwolf Verdachtigen gerade den Schuldigen auszuwahlen, ge-
schieht mit der Wahrscheinlichkeit

1
P(S)=—=0,083.
12

Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, einen Unschuldigen auszu-
wahlen

P(U)=1—P(S)=%=0,917.

DIE GEFAHR IST IMMER, |0 o —— PWENN ICH JE
TRrADMRE™ | serecmmies | g ST
KERNFRAGE: MIT WELCHER | P(DS) = 927% =092 ICHBIS HEUTE
Dﬁ%&ég’%uﬁ P(DlY) - 27-902 SAEJQIEG;N FALL
WENN' DER DETEKTOR | L rcm e oron GELOST HABEN,

US 1 FOR RWOLF VERDAHTIGE
6E 5 Lt P($)=7,:-0083
3 V) =1-P(S)= =097
p P =1-PE)- % b ol
GESUCHT: P(S/D) 4 '

Die Verlasslichkeitsangaben zum Lugendetektor liefern uns die beding-
ten Wahrscheinlichkeiten

P(D|S) =092
P(D|U) = 0,02

P(D|S) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit dafr, dass der Ligendetek-
tor ausschlagt, wenn der Getestete schuldig ist. Analog ist P(D|U) die
bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Ligendetektor bei einem
Unschuldigen ausschlagt.
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Wir kénnen die Wahrscheinlichkeiten an den Pfaden eines Baumdia-
gramms antragen. Als Pfad bezeichnen wir einen Weg von der Wur-
zel Uber die Verzweigungspunkte des Baumdiagramms bis zur letzten
Stufe.

Der Verzweigungspunkt, an dem das Baumdiagramm startet, ist die
Wurzel des Baums. Von hier aus unterscheiden wir zwei Félle: Eine Per-
son ist schuldig oder unschuldig.

BAUMDIAGRAMM ZUR DARSTELLUNG DER
BEDINGTEN WAHRSCHEINLICHKEITEN

4. SCHRITT
START PFADABSCHNITT

P - W 0\4&3 =PE)
)

o U(UNSCHUDIG oS (SCHULDIG)
P) +P(5)=1

Jeden Pfadabschnitt versehen wir mit der Wahrscheinlichkeit, mit der
das jeweilige Ereignis der ndchsten Stufe eintritt. Die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten aller von einem Verzweigungspunkt ausgehenden Pfa-
dabschnitte muss 1 ergeben.

2.SCHRITT| OV w&s
O

DIE PFADABSCHNITTE IN DER ZWEITEN STUFE
WERDEN UNTERTELT IN , AUSSCHLAG"(D) UND
NICHT-AUSSCHLAG(§) DES LUGENDETEKTORS.

"ALLE VON EINEM VERZWEIGUNGSPUNKT AUSGEMENDEN
ZWEIGE TRAGEN WAHRSCHEINLICHKEITEN,

DEREN SUMME 1" IST,
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Auf der ersten Stufe unterscheiden wir die beiden Gegenereignisse
Schuldig und Unschuldig mit 91,7% und 8,3%, was zusammen wieder
100% ergibt.

Die Wahrscheinlichkeit eines ganzen Pfads wird durch das Produkt sei-
ner Pfadabschnitte berechnet. Die Wahrscheinlichkeit zum Beispiel, dass
jemand unschuldig ist und der Lugendetektor trotzdem ausschlagt, ist
das Produkt der beiden Wahrscheinlichkeiten
P(U)-P(D|U)=0,917-0,02~0,018.

3.SCHRITT \
E]/ _/ \,

DIE AUSSAGE EINES PFADES GEWINNT MAN AUS DER
,UND'-VERKNUPFUNG ALLER EREIGNISSE, DIE AN DEN
"<XNOTEN ABGETRAGEN SIND.

UnD: PERSON IST UNSCHULDIG UND DETEKTOR SCHLAGT AUS.

UnD¢ PERSON IST UNSCHULDIG UND DETEKTOR SCHLAGT NICHT AUS.
SnDs PERSON IST SCHULDIG UND DETEKTOR SCHLAGT AUS.

SnD: PERSON [ST SCHULDIG UND DETEKTOR SCHLAGT NICHT AUS.

D./\

N

PFAD

Wir haben genau zwei Pfade, in denen der Liigendetektor ausschlagt,
das Ereignis D also eintritt:

Der Pfad, der bei Un D mit der Wahrscheinlichkeit P(U)- P(D|U) endet,
und der Pfad, der bei SmD mit der Wahrscheinlichkeit P(S)-P(D|S)
endet.

Zur Erinnerung: Wir suchen P(S|D), die bedingte Wahrscheinlich-
keit, mit der die getestete Person schuldig ist, wenn der Detektor aus-
schlagt. Das ist nicht zu verwechseln mit der bedingten Wahrscheinlich-
keit P(D|S), die eine Verlasslichkeitsaussage Uber den Detektor macht,
wenn man weil3, dass der Getestete schuldig ist.
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Die Wahrscheinlichkeit P(S|D) kénnen wir nicht direkt im Baumdia-
gramm ablesen. Es gibt keinen Pfad und auch keinen Pfadabschnitt, der
ihren Wert reprasentiert.

Hier hilft die Formel von Bayes weiter.

FORMEL VON BAYES:

P(SAD)

POID) = 30D PGED)

i Die Idee dieser Formel ist die folgende: Es gibt mehrere ,Ursachen” fir
......... ) das Ausschlagen des Detektors (Ereignis D): schuldige und — falschli-
' cherweise — auch unschuldige Personen. Der Nenner enthalt die Sum-
' me der Wahrscheinlichkeiten aller Pfade, in denen D zutrifft. Der Zahler

enthalt nur die Wahrscheinlichkeit eines Pfads, in dem D zutrifft, ndm-
lich den, bei dem der Detektor bei einer schuldigen Person ausschlagt.
Der Quotient berechnet also gerade den Anteil, den die schuldigen Per-
sonen am Ausschlag des Detektors haben.

DER LUGENDETEKTOR SCHLAGT BEI 2
VON INSGESAMT 4 PFADEN ALS,

A.PFAD : P(UnD)=P(DJu)- P(U)
2.PFAD ¢ P(SnD) =P(Ds) P(S)

EINGESETZT |IN DIE FORMEL \ON BAYES ¢
P(5qD) P(S) - P(DIS)
PEID) Fu) 2~ PO PO 76 PEE)

Mit den obigen Werten ermitteln wir

> YU, 2
P(S|D)= 0,083-0,9 =0,806 = 81%
0,917-0,02+0,083-0,92

Das Ergebnis mag verbliffen: Obwohl der Ligendetektor ausschlagt,
ist die getestete Person nur mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 81%
schuldig. Als Nachweis fir eine Verurteilung reicht das wohl kaum aus.
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3

VERBLOFFEND! DAS ERGEBNIS 2UM GLUCK SIND AUS EBEN DIESEM
2E(GT AUF DASS JEDER FUNFTE, ~ GRUND SOLCHE GERATE IN DEUTSCHLAND
DER VON LOGENDETEKTOR NICHT ALS BEWEISMITTEL 2UGELASSEN.
ALS SCHULDKa DEKLARIERT e
WIRD, EIGENTLIC :

et 0083-092  °

UNSCHULDIG IST? S oL
PE[R)- 357 ovz= 0085 7%

=0806 ~&1%

—

20M GLUCK ARBE(TE (
ICH SONST INDEN USA. @)
RS2

[HR IKOMISCHEN EUROPAER.

Ubrigens: Wer meint, der entscheidende Parameter, den man beim LU-
gendetektor zur Verbesserung der Aussage andern masste, sei die Ver-
lasslichkeit, einen Schuldigen zu erkennen (momentan 92%), der irrt.
Vielmehr muss man die Wahrscheinlichkeit, einen Unschuldigen irrtiim-
lich als schuldig abzustempeln (momentan 2%), deutlich verkleinern.
Woran liegt das?

Nun, die Anzahl der unschuldigen Personen ist viel gréBer als die Anzahl
der schuldigen Personen. Diese Anzahlen gewichten aber in obiger For-
mel gerade die Verlasslichkeitswahrscheinlichkeiten. Somit schlagt sich
die Unzuverlassigkeit von 2% ganz schon nieder.

Es kommt nicht nur auf die Verlasslichkeit eines Verfahrens, son-
dern auch auf die GroBe der Population an. Ist die Population sehr
groB (wie etwa die Zahl der Unschuldigen oder Gesunden in der

Bevdlkerung), so kann aus einer (scheinbar) hohen Verlasslichkeit
bezogen auf das Individuum eine kleine Verldsslichkeit bezogen auf
die ganze Population werden, was letztlich das Aus des Verfahrens

(Lugendetektor, medizinischer Test) bedeuten kann.

H

ziert werden. Fir eine medizinische Vorsorgeuntersuchung, die bei-
spielsweise auf Krebszellen oder auf HIV testet, ist eine Aussage, dass
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eine getestete Person mit einer Verlasslichkeit von 81% erkrankt ist,
vollig indiskutabel. Bei medizinischen Tests muss das Fehlerrisiko, einen
Gesunden als krank einzustufen, so gering wie nur irgendmaoglich ge-
halten werden.

Ein weiteres Anwendungsgebiet fir die Formel von Bayes sind Filter fiir
das Aussortieren von Spam-E-Mails. Das Vorkommen bestimmter
Schlusselworter in einer E-Mail fiihrt zu einer automatisierten Entschei-
dung darlber, ob die E-Mail erwiinscht oder auszusortieren ist. Man
nennt dieses Verfahren auch Bayes'scher Filter.

Wahrend in Deutschland der Bundesgerichtshof 1998 den Einsatz
von polygraphischen Untersuchungsmethoden (,Ligendetektor”)
im gerichtlichen Verfahren als Beweismittel generell ausgeschlos-
sen hat, sind diese in den USA zugelassen. (So weit wir wissen,
sind diese Untersuchungsmethoden auch in anderen EU-Landern
nicht zugelassen.) Selbst eine Reihe von schwerwiegenden Fehl-
entscheidungen, die sich auf die Verwendung von Polygraphen
zurlickfuhren lieBen, konnten den Glauben an Lugendetektoren in
den USA nicht erschittern. So finden Lugendetektoren sogar beim
Geheimdienst CIA und der Bundespolizei FBI Anwendung, um die
Vertrauenswirdigkeit von Bewerbern zu beurteilen.

Thomas Bayes (1702 bis 1761) war ein englischer Mathematiker
und presbyterianischer Pfarrer. Seine nach ihm benannte Formel,
die er im Jahre 1750 entdeckte, wurde erst zwei Jahre nach seinem
Tod veroffentlicht.
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