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Folgen und stetige Funktionen

Der Spezialfall, dass (a;;) und (b;;) wachsende Folgen positiver reellen Zahlen sind, war bereits
in Satz 1.4 bewiesen worden. Der Beweis dieser Rechenregeln im allgemeinen Fall gibt kei-
nen neuen Beweis fiir Satz 1.4. Der in diesem Kapitel angegebene Beweis benutzt namlich
die Grundrechenregeln fiir die reellen Zahlen, wie die Assoziativitdt und die Distributivitat.
Jedoch war eben dieser Satz 1.4 ein wesentlicher Schritt in dem Beweis der grundlegenden
Rechenregeln.

Kommen wir zu dem Begriff ,Stetigkeit einer Funktion”.
In der Schule wird dieser Begriff oft umschrieben mit der i
Phrase:

Die Funktion f ist stetig, wenn der Graph der
Funktion gezeichnet werden kann, ohne den
Bleistift vom Papier zu nehmen.

Wir erwarten von vielen bekannten Funktionen, dass sie
stetig sind, wie z. B. die Funktion f (x) = x3 — x — 1. Es sieht tatsichlich aus, als ob der Graph

ohne Spriinge verlauft. Kénnen wir uns aber so sicher sein? Wenn wir einen Graph mit einer
Lupe oder einem Mikroskop betrachten, wie kénnen wir sicher sein, dass der Graph im Klei-
nen keine Spriinge macht, so wie im nebenstehenden Bild dargestellt?

In der nebenstehenden Figur ist der Graph
einer Funktion gezeichnet, welche in x = a
nicht stetig ist. Der Graph macht bei x = a
einen Sprung. Die Funktionswerte f(x) fiir x
nahe bei a sollten nicht viel von dem Wert f(a) f (X) |- ‘
abweichen. Die Annédherung sollte besser sein, f@ +¢ |
wenn x néher bei a ist. Diese Tatsache beschrei- @
ben wir mathematisch folgendermafien:
f@ —e
Die Funktion f ist stetig in a,
wenn es fiir jede Umgebung V
von f(a) eine Umgebung U von a
gibt, mit f(x) € V fiir jedes

xel.

Da jede Umgebung von f(a) eine Umgebung der

Form (f(a) — ¢, f(a) + ¢) enthilt, und weil es aus-

reicht, eine Umgebung der Form U = (a—§, a+48) zu

finden, lasst sich die Stetigkeit in a durch folgenden /;\
Satz beschreiben. e
[

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so
a—38 a+é fa—e f@ +e

dass fiir alle x mit |x—a| < & gilt |f(x)—
f@)| <e.

In den obigen Abbildungen ist versucht worden, die Definition von Stetigkeit bildlich darzu-
stellen. Ein 100% korrektes Bild kann nicht gezeichnet werden, da die Stetigkeit ein dynami-
scher Prozess ist: Zuerst wird ein beliebiges ¢ gewahlt und danach miissen wir ein § finden.
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Diese Reihenfolge ist schwer in einem Bild zu vermitteln.

Die Stetigkeit ist dquivalent zur Folgenstetigkeit. Die Folgenstetigkeit in a2 wird beschrieben
durch die einpragsame Formel

f(fimyon) = Jim o

fiir jede konvergente Folge (a;;) mit Grenzwert a. Es ist bequem, die verschiedenen Formulie-
rungen von Stetigkeit nebeneinander zu benutzen. Die Folgenstetigkeit erlaubt es uns nam-
lich, die Rechenregeln fiir stetige Funktionen sofort herzuleiten, weil sie aus den Rechenregeln
fiir Grenzwerte von Folgen folgen.

Der Zwischenwertsatz zeigt uns, dass die Graphen von stetigen Funktionen tatsdchlich keine
Spriinge haben.

Ist f stetig und f(a) < ¢ < f(b), so gibt es ein & € (a, b) mit f(§) =c.

Gliicklicherweise ist der Beweis konstruktiv: Sobald man in der Lage ist, Funktionswerte f (x)
auszurechnen (oder besser noch: wenn man entscheiden kann, ob f(x) < c oder f(x) > c), lasst
sich die Bindrentwicklung oder die Dezimalentwicklung einer solchen Zahl £ bestimmen. Ins-
besondere kann man hierdurch oft die Nullstellen von f finden, also diejenigen &, fiir die gilt:
f(&) = 0. Ehrlichkeitshalber muss man dazu sagen, dass die vorgestellte Methode langsam ist,
dafiir aber leicht zu verstehen. Wenn die Differenzialrechnung zur Verfiigung steht, werden
wir bessere Methoden kennenlernen (Newtonsche Methode).

Ein weiterer Satz, welcher offensichtlich erscheint, ist
folgender:

Ist f: [a,b] — R stetig, so hat f auf [a, b] ein
Maximum M (und ein Minimum m).

Das nebenstehende Bild illustriert diesen Satz. Dem
Autor ist kein konstruktiver Beweis dieses Satzes
bekannt. Wir konnen hier kein Verfahren angeben,
welches dieses Maximum bestimmt. Fur differenzier-
bare Funktionen, welche im nichsten Kapitel behan- m
delt werden, sieht es besser aus. Mit ihrer Hilfe kann

man mogliche Maximalwerte bestimmen. a b

Das nichste Thema ist der Grenzwert. Dieser Begriff ist leicht zu verstehen fiir stetige Funk-
tionenf: A — R.

Die Definition lautet in etwa wie folgt: Ist 2 ein Haufungspunkt von A, so gilt ;gr}l f(x) =f(a).
Wenn f nicht stetig ist, so suchen wir eine stetige Funktion mit g(x) = f(x) fiir x # a. Es gilt
dann J%ig}f(x) = g(a).


https://www.pearson.de/9783863265137

Folgen und stetige Funktionen

Mit dieser Definition lassen sich die Rechenregeln fiir Grenzwerte sofort aus denen fiir stetige
Funktionen ableiten. Der Grenzwertbegriff kann auch wie nachfolgend beschrieben werden:

%ig}lf(x) = b genau dann, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir jedes x € A

mit 0 < |x —al <8 gilt: |[f(x) —b| <e.

Wenn man }13}1 f(x) = bnachweisen méchte, so wird letztere Beschreibung oft benutzt.

Die Begriffe einseitiger Grenzwert limy »; f(x) = b und limy\, f(x) = b konnen wir auf &hn-
liche Weise behandeln, so wie die Fille xlgrolo fx) = b, x_lir_noo fx) = b, limy fx) = oo,
limy\ q f (x) = 00, limy =, f(x) = —oo und limy 4 f(x) = —oo.

In Abschnitt 3.8 behandeln wir die Exponentialfunktion a* fiir 4 > 0 und in Abschnitt 3.9 die
Logarithmusfunktion log,(x) zur Basis a > 0. Diese sind zueinander inverse Funktionen, also

y = a* genau dann, wenn x = log, () .

Es reicht deshalb, entweder die Exponentialfunktion oder die Logarithmusfunktion zu defi-
nieren. Wir ziehen es vor, zuerst die Exponentialfunktion zu definieren. Die Definition hétten
wir iibrigens schon im ersten Kapitel geben kénnen, allerdings wire es schwerer gewesen, die
Eigenschaften der Exponentialfunktion nachzuweisen.

Wegen a™* = 1/a° und (1/a)* = a~%, reicht es aus, den Fall x > 0 und 2 > 1 zu betrachten.
Ist n eine natiirliche Zahl, so ist ™ natiirlich nichts anderes alsa - ... - a.
N —

n
Wegen der bekannten Rechenregel V¥ = ¥ gibt es nur eine Moglichkeit, a* fiir endliche
Binirentwicklung festzulegen. Sei k € Ny die kleinste Zahl mit 2fx € N. Istk = 0, so ist x € N
und a* schon definiert. Sonst ist 28=12x ¢ N, mit Induktion a%* deshalb definiert und wir
definieren dann a* durch a* := va?*,

Die Zahl a* sollte natiirlich gut angendhert werden durch gl Die Funktion a* sollte stetig
sein. Deshalb haben wir keine andere Wahl als zu definieren:

7 = lim aXn .

n—-o0
An dieser Stelle miissen alle Rechenregeln fiir die Funktion a¥ nachgerechnet werden. Die Ste-
tigkeit von log, (x) folgt dann aus der Tatsache, dass Umkehrfunktionen stetiger Funktionen

stetig sind, siehe Abschnitt 3.7.

Am Ende des Kapitels betrachten wir noch Haufungspunkte und Cauchyfolgen.

67


https://www.pearson.de/9783863265137

Folgen und stetige Funktionen

68

3.1 Konvergente Folgen

Eine Folge (an) = a1,4p,43, ... reeller Zahlen heifit konvergent mit Grenzwert 4, wenn
fiir jede Umgebung V von a gilt, dass a, € V fiir fast alle (d.h. bis auf endliche viele)
natiirliche Zahlen n. Notation: nll)ngo an = a.

L ® ® 000-000-00- ® ® & L

a

Eine konvergente Folge mit Grenzwert 0 nennt man eine Nullfolge. Eine nicht konver-
gente Folge nennt man divergent.

Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt. Sind ndmlich a < b zwei Grenzwerte der Folge (a5,),
soist V = (—oo, Zt2) eine Umgebung vona und W = (%L, 50) eine Umgebung von b. Nun
kann a;, nicht gleichzeitig ein Element von V und von W sein. Da jede Umgebung von a eine
Umgebung der Form {x: |[x —a| < &} enthalt, gilt:

Lemma 3.1 Eine Folge (a;) ist konvergent mit Grenzwert a genau dann, wenn zu jedem
¢ > 0 ein N existiert, so dass fiir alle n > N gilt |a;, — a| < e. /

(s )

Satz 3.2
BB Eine wachsende (fallende) beschrankte Folge (a;) ist konvergent.

Es seien (a;) und (by;) konvergente Folgen mit den Grenzwerten a und b.
a.  (ap) + (by) ist konvergent und lim (ay + by) = lim ay + lim by.
n—-o0 n—-o0 n—oo

b.  (ay - by) istkonvergentund lim (a, - by) = lim a, - lim by.
n—-o0 n—oo n—oo
c¢. Istby # 0 fiir alle n und nan;O by # 0, so ist (a5 /by) konvergent und

lim (a,/by) = lim a;/ lim by.
n— 00 n— 00 n—00

- J

KB Scia = supfan: n € N}, es folgt ay, < a. Fiir ¢ > 0 ist a — ¢ keine obere Schranke,
deshalb gibt es ein N mitay >a—sund firn > N:a—¢e <ay <ay <a+e.
a. Waihle N1 mit |a, —a| < ¢/2 fiir allen > Ny und N > Nq mit |b, — b| < /2 fiir
allen > N. Dann ist fiir n > N: |(ay +by) — (@a+Db) < |ap —a| + |by — b| < &.
b. Seie > 0und Nq, so dass —2|b| < by < 2|b| fir alle n > N1, N > N, so dass
lay —a| < e/(4|b]) fiir allen > N7, und N > N,, so dass |b, — b| < ﬁ fiir alle
n > N. Dann ist fiir n > N:

\anby — ab| = |(an — @by + (by — bal < |(@n — @byl + |(by — b)al < ﬁzw + ﬁw <e.

¢.  Wir brauchen wegen b nur den Fall 4, = 1 zu zeigen. Es gibt ein N1 mit |b,| >
b|/2 fiir n > Ny, und wihle N > Ny mit |b,, — b| < ¢ - b?/2. Dann gilt fiir n > N:

11| o lb=bal _ b?2
by " b| T by W2
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[ Aufgaben )

Aufgabe 3.1 Zeigen Sie, dass die nachfolgenden Folgen konvergieren, und bestimmen Sie

den Grenzwert.
n3 — l

6 @)

<3n+8> 2n2 +2n+5 n 47
6. D S —— 7.

5n—2 6n2 +7n—1 n3

Aufgabe 3.2

1. Essei (ay) eine konvergente Folge. Zeigen Sie, dass sie beschrankt ist, d. h., es gibt ein K
mit |ay| < K fiir jedes n € N.

2. Sei (ay) eine konvergente Folge mit Grenzwert a # 0 und a, # 0 fiir alle n. Warum gilt
an
=17

lim
=00 Ay 11

3. Finden Sie eine Nullfolge (a5), so dass (a;/a,,41) nicht konvergiert.

Aufgabe 3.3

1. Bei einer konvergenten Folge spielt das Verhalten der ersten N Glieder tiberhaupt keine
Rolle. Zeigen Sie deshalb: Ist (a,) eine beschrankte Folge mit an < an41 < an42 < -+,
so ist (1) konvergent. Ebenfalls fiir beschrénkte Folgen mitay > any4q1 > --- .

2. Sei0 < g < 1 eine feste reelle Zahl. Begriinden Sie, dass (4") eine konvergente Folge ist.
Benutzen Sie den zweiten Teil der vorherigen Aufgabe, um zu zeigen, dass ngn;o q" =0.

Zeigen Sie ebenfalls lim n%q" = 0 fiir k € N.
n—oo

3. Seig > O eine feste reelle Zahl. Zeigen Sie, dass (" /n!) eine konvergente Folge ist mit
Grenzwert 0.

Aufgabe3.4 Sei—1<x<lunday=1+x+x%+-- +x". Zeigen Sie, dass nlirgoan =1
Warum ist diese Aussage vollkommen klar fiir x = 1/2?

Aufgabe 3.5 In dieser Aufgabe geben wir das Heron-Verfahren an, womit Sie sehr schnell
gute Anndherungen von /a finden kénnen. (Diese Methode ist ein Spezialfall des Newton-
Raphson-Verfahrens, siehe Satz 4.12 auf Seite 116.) Wir nehmen hier 2 > 1 und definieren eine
Folge (xy): Sei x;y =aund x4 1 = % - (xpn +a/xn).

1. Rechnen Sie nach: (x; — x,_1)* = 2 — a. Folgern Sie, dass x3 > a.

2. Priifen Sie, dass x; > x > x3... > 1. Folgern Sie, dass (x;) konvergiert, und benutzen
Sie Satz 3.2, 2b, um zu zeigen, dass der Grenzwert Ja ist.

3. Seinuna = 2. Nehmen Sie ein geeignetes Computeralgebrasystem und berechnen Sie
das kleinste 1, so dass die ersten 100 Dezimalstellen von x;; mit denen von +/2 iiberein-
stimmen.

4. Benutzen Sie den ersten Teil der Aufgabe, um xy —Ja< %(xn_l —xp)? zu zeigen. Erklaren
Sie, dass man hiermit schnell gute Anndherungen der Quadratwurzel von a berechnen
kann.
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3.2 EinschlieBungssatz, Divergenz gegen +oo

(' )

Satz 3.3
Kl sind (an) und (by;) konvergent mita, < by, fiir fast alle n (d. h. bis auf endlich viele n),

soista:= lim a, < lim b, =: b.
n—o0 n—oo

(EinschlieBungssatz) Es seien (a;) und (b;) konvergente Folgen mita = nlgréo an =

lim by. Istay < cy < by fiir fast alle n, so ist auch (cy;) konvergent und lim ¢, =a.
n—-o0 n—oo

- J

Bl Wirea > b, so betrachte V := ((a + b)/2,00). W = (—o0, (a+b)/2). Dann a, € V und
by € W fiir fast alle 1, also by, < ay, fiir fast alle n, Widerspruch! Alsoa < b.

Sei e > 0. Dann istay, by € (a—¢,b —¢) und a, < ¢ < by fur fast alle n. Dann ist
ebenfalls ¢, € (a — ¢,a + ¢) fiir fast alle n. Die Aussage nlgr(;o cn = a folgt.

Beispiel: Es gilt n! > 2"~1, siche Aufgabe 1.6. Weil ay = 1+ 1+ x + x% + .- + x*F1 fﬁr\
x = 1/2 gegen 3 konvergiert, folgt, dass (by;) mit

1 1 1 1
+ﬁ+5+"‘+a

eine wachsende Folge ist, welche gegen eine Zahl kleiner oder gleich 3 konvergiert. /

ﬁeispiel: Es sei (a) eine Folge positiver Zahlen mit Grenzwert a > 0. Wir zeigen, dash
nlgr;o Jan = «/a. Es gibt ein K > 0 mit a, > K fiir jedes n. Es gibt ndmlich ein N, so dass
ay > a/2 fir n > N. Man nimmt fiir K das Minimum der Zahlen ay, ...,an_1 und a/2. Es
gilt

a

— = a |

=@ ‘ 1|a
< g —
Van++al K

Es folgt, dass nll)rrolo Jan = «/a. Diese Aussage gilt ebenfalls, wenn a = 0 und 4, > 0 ist.

|an — Va| =

Q\fir iiberlassen dem Leser den Nachweis. /

Die Folge (a;) divergiert gegen oo (bzw. —oc), wenn fiir jede Zahl K gilt, dass a;, > K
(bzw. a, < K) fir fast alle n. Notation nll)rrolo an = oo (bzw. nll)rrolo apy = —00).
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Aufgaben

(

Aufgaben )

Aufgabe 3.6 Berechnen Sie, wenn moglich, nachfolgende Grenzwerte.

2

2

1. lim («/n+ —ﬁ) 2. lim S YRES
n—oo

n—o00 114 +7

3l (VA3 Vi) Vi 4 i (Va1 2n)
5  lim (\/n2+n+1—n) 6. lim (\/n2+n+1+\/4n2—1—3n>
n—0o0

n—00
n_q :
7.  lim xn_ firx e R 8. im sin()
n—oo x4 1 n—oo n+1
n 1
9. lim J] (1 — —2) 10. lim sin(namw) (« rational)
=00, k n—00
Aufgabe 3.7

1.

Seia > 0,47 = aund a,41 = /ay. Warum gilt nan;O ay = 1? (Spielen Sie mit Ihrem
Taschenrechner: Driicken Sie wiederholt die ./ -Taste.)

Die Folge (ay) sei gegeben durch a; = 1 und a, 1 = /6 +a;,. Zeigen Sie, dass (a5)
monoton wachsend und beschrankt ist. Berechnen Sie ngngo an.

Aufgabe 3.8 Seia,; = (1 + %)n Zeigen Sie, dass (a5) eine konvergente Folge ist.

Aufgabe 3.9 Seia; =h>O0unda,, ) = a% + 1% Bestimmen Sie, ob (a,,) konvergent ist, und
bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 3.10

1.

— . . . 1
Essei lim a; = oo. Zeigen Sie, dass lim — = 0.
n—00 n—o0 ay

1
Es seia; > 0 und (ay) eine Nullfolge. Zeigen Sie, dass lim — = oo.
n—00 gy
Sei q > 1. Zeigen Sie, dass (4") gegen oo divergiert.
Es sei (a;) eine konvergente Folge und (b)) divergiere gegen co. Warum divergiert
(an + by) ebenfalls gegen co?

Aufgabe 3.11 Sei

+—=t—=++

an =

1
ﬁ .

-
-

L
NG

Zeigen Sie, dass lim a, = oo.
n—-o0

n
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3.3 Stetige Funktionen

Sei A eine Teilmenge von R, f: A — R und a ein Element von A.

B Wir nennen f in a folgenstetig, wenn fiir jede konvergente Folge (ay), an € A, mit
Grenzwert a gilt f (nll)rréo an) = nll)rréo f(an).

Wir nennen f stetig in 2, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle
x € Amit [x —a| < 8 gilt |[f(x) —f(a)| < e.

Gatz 3.4 Eine Funktion ist stetig in 4 genau dann, wenn sie folgenstetig in a ist. )

f sei stetig in a und (a;,) eine Folge in A mit limay, = a. Sei ¢ > 0. Dann existiert § = §(¢) >
0, so dass fiir alle x € A mit [x —a| < § gilt |[f(x) — f(a)| < &. Weiterhin existiert Ns (), so
dass fiir alle n > Ns gilt |a;, —a| < 8. Dann ist fiir alle 7 > n5,)

If (an) —f@] <.

Also ist f folgenstetig in a. Sei umgekehrt f folgenstetig in a. Ware f nicht stetig in a4,
so gdbe es ein ¢ > 0, so dass fiir alle § > 0 ein x € D existiert mit |[x — a] < §, aber
[f(x) — f@a)| > €. Setze 8, = 1/n. Dann gibt es fiir jedes n € N ein x;, # a mit x,; € A,
lxp—al < 1/nund |[f(xy)—f(a)| > ¢. Dies bedeutet, dass die Folge (x;;) gegena konvergiert,
jedoch die Folge (f (xy)) nicht gegen f (a), Widerspruch!

Satz 3.5
Bl scif: A — R,f(A) C Bstetiginaund g: B — R stetig in B. Dann ist g o f stetig in a.

Sindf,g: A — Rstetigina, soauchf+g,f-gund f/g.
(Letzteres gilt nur, wenn g(a) # 0.)

KB Die Folge (ay) konvergiere gegen a. Dann konvergiert f(a;) gegen f(a) = b und
(8(f(an)) gegen g(b) = g(f (a)).
Ist (a;) eine konvergente Folge mit Grenzwert 4, so gilt nach Satz 3.2:
Am (F+Q)@n) = lim (f@an) +g@an)) = lim f(@n) + lim g(@an) .
Die anderen Aussagen zeigt man analog.

Beispiel: Es folgt, dass alle Polynomfunktionen, wie z.B. f(x) = 33 -2+ x—1,
stetige Funktionen sind. Auch rationale Funktionen, d.h. f(x) = %, wobei p(x) und q(x)
Polynomfunktionen sind, sind stetig in allen a mit q(a) # 0.
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[ Aufgaben )

Aufgabe 3.12 Die Funktion f(x) ist gegeben durch:

firx < -1

N

fir —-1<x<?2

=

fo) =

firx=2

N o NR =R

firx > 2

Zeichnen Sie den Graphen von f(x). Fiir welche Werte von x ist f nicht stetig?

Aufgabe 3.13  Fiir welche Werte von 2 und b ist f (x) tiberall stetig:

4 firx<0
f=12x-b flir0<x<?2
6 firx > 2
. . o . . x> —4
Aufgabe 3.14 Die Funktion f(x) sei iiberall stetig und fiir x # +2 gleich 2 Berechnen
Sie f(—2) und f(2).
2 4x-2
Aufgabe 3.15 Die Funktionf: R — Rist fiir x # 1,2 gleich f(x) = ————.
x=—=3x+3

Ist es moglich, f(1) und f(2) so zu wiahlen, dass f stetig ist fiir x = 1 und x = 2?
Aufgabe 3.16

1. Warum gelten die Ungleichungen |sin(x)| < |x| und 2 — 2cos(x) < x2? Folgern Sie,
dass sin(x) und cos(x) in O stetig sind.

2. Benutzen Sie die Additionstheoreme, um zu zeigen, dass die Sinus- und die Cosinus-
funktion fiir alle a in R stetig sind.

Aufgabe 3.17 Es sei I ein Intervall, f: I — R stetig in einem Punkta € [ und f(a) > c fiir
ein a in I. Warum existiert eine Umgebung V von 4, so dass f (x) > c fiir alle x € V?

xn—i—l + ax2

———— sei stetig in 1. Berechne a.
x4+ 2 &

Aufgabe 3.18 Die Funktion f(x) = nli)rréo

Aufgabe 3.19
1. Seif(x) =sin (%) fiir x # 0 und f(0) = 0. Zeigen Sie, dass f (x) in 0 nicht (folgen)stetig ist.

2. Seig(x) =xsin (%) fiir x # 0 und g(0) = 0. Zeigen Sie, dass g(x) stetig ist in 0.
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3.4 Der Zwischenwertsatz

Satz 3.6 (Zwischenwertsatz) fb)

Esseif: [a,b] — Rstetigund f(a) < c < f(b).
Dann gibtes ein & € (a,b) mitf(§) =c.

c
f@)
a £ b

Ein solches £ kdnnen wir einfach angeben: Sei & das Supremum der Menge
A={xelab]:f(x) <c} .

Dann ist f(£) tatsdchlich gleich c: Ware namlich f(£) < ¢, so gdbe eseinn > £ mit f(x) < ¢
fiir alle x € (&, n). Also wire & keine obere Schranke von A.

Wire f(x) > ¢, so gébe es ) < &, so dass f(x) > c fiir alle x € (n, £). Dann wire auch 5 eine
obere Schranke von A und & wire nicht die kleinste obere Schranke. Es bleibt somit nur
der Fall f(§) = c tbrig.

Existiert ein (positives) £ mit f(§) = c, so gibt der Beweis der Existenz des Supremums
(Satz 1.3) uns im Prinzip die Moglichkeit, eine Bindrentwicklung oder eine Dezimalbruch-
entwicklung eines Elements £ zu finden, sobald wir in der Lage sind, Funktionswerte auszu-
rechnen. Nehmen wir einfachheitshalber an, dass a, b € N.

Bestimme zundchst die maximale nattirliche Zahl |x]g mit f(|x]g) < c. Danach suche x_q
zwischen 0 und 9 maximal mit f([x]1) < ¢ usw. Im Allgemeinen suche x_; zwischen 0 und 9
maximal mit f(|x];) < c usw. Diese Methode, die Dezimalentwicklung von & zu bestimmen,
haben wir schon bei +/2 gesehen. Bei +/2 suchen wir ein £ mit £2 = 2, dies ist das Beispiel
fx) = X2,

ﬁeispiel: \
Wir suchen eine Nullstelle £ der Gleichung f(x) = x> —3x — 1
= 0. Wir sehen in dem Graphen drei Nullstellen. Wir werden

die grofite Nullstelle anndhern.

f)=-3 f@ =1

£(1,8) <0 £1,9 >0 /\
f1,87) <0 £(1,88) >0 Py 1
£(1,879) <0 £(1,880) > 0
£(1,8793) <0 f(1,8794) > 0
£(1,87938) <0 £(1,87939) > 0

o

\\Nir finden die Anndherung & ~ 1,87938 - - - der grofsten Nullstelle. /
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Aufgaben

[ Aufgaben )

Aufgabe 3.20 Bestimmen Sie fiinf Nachkommastellen der beiden anderen Nullstellen von
f(x) in dem Beispiel auf der vorherigen Seite.

Aufgabe 3.21 Finden Sie zwei Nachkommastellen einer reellen Losung der nachfolgenden
Gleichungen. Sie kénnen hierbei einen Taschenrechner benutzen.

1. x®—3x+4=0 2. 23 —2x2 —2x+4=0
3. Vx+Vx+1-4=0 4. cos(x) —x=0

5. x°—15x+10=0 6. ¥*+25x3-15=0

7. —xX°—4x2+2/x+5=0 8 tan(x)+2x—5=0

Aufgabe 3.22 Es sei f: [0,2] — R stetig mit f(0) = f(2). Zeigen Sie, dass ein § € [0,1]
existieren mit f(§) =f(§ + 1).

Aufgabe 3.23 Zeichnen Sie den Graphen von f(x) = +/2x + 5 und g(x) =4 — x2. Zeigen Sie,
dass zwei & existieren mit f(§) = ¢(§) und finden Sie jeweils drei Nachkommastellen von &.

Aufgabe 3.24 Seif:[-1,1] — [-1,1] stetig. Dann gibt es ein § € [-1, 1] mit f(§) = &.
Dieses &£ nennen wir einen Fixpunkt.

Bemerkung: Ist D = {(x,y): x* + y* < 1} die Kreisscheibe und f: D — D stetig (bis jetzt nicht
im Buch definiert, siehe aber Abschnitt 4.12), so hat f einen Fixpunkt. Eine dhnliche Aussage
gilt ebenso fiir hohere Dimensionen. Dieser Satz heifst der Brouwersche Fixpunktsatz. Der ist
jedoch fiir hhere Dimensionen viel schwieriger zu beweisen.
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