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I Multiple Integrale
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16.1 Doppelintegrale liber endliche Rechtecke

[ 1] Berechnen Sie die folgenden Integrale

a) fol fol dydx b) f—11 fol dydx c fi1 f—ll dydx
Ist das Ergebnis plausibel?

[ 2] Berechnen Sie das Integral fol fol x dydx. Haben Sie eine anschauliche Erklarung
fiir das Ergebnis?

[ 3] Berechnen Sie die folgenden Integrale

1 1 1 1 1 1
a) / / (x+y)dydx b) f f xy dydx  ¢) f (x%y®) dydx.
0 Jo o Jo —1J-1

16.2 Integration liber unendliche Rechtecke

[ 1] Nach Beispiel 10.7.1 gilt [;° Ae~**dx = 1 fiir jedes positive A (also insbesondere
fiir A = 1) und nach (10.7.9) gilt ffooo e dx = /7. Nutzen Sie dies zur Berechnung
der Integrale

a) ffooo ffooo e~ X'y dydx; b) fooo 0°° e Vdydx; c) fooo fooo e~ Xy dydx.

[ 2] Nach Beispiel 10.7.1 gilt f;° Ae~**dx = 1 fiir jedes positive A.
Nutzen Sie dies zur Berechnung des Integrals [~ [ 8e™ >~ *dydx.

16.3 Unstetige Integranden und andere Erweiterungen

[ 1] Betrachten Sie Abbildung 16.3.1 im Lehrbuch, die den Definitionsbereich der in

(16.3.1) definierten Funktion f(x, y) zeigt. Der Definitionsbereich besteht aus dem Teil

des ersten Quadranten, der oberhalb der Winkelhalbierenden liegt. Dort ist f(x,y) =

e¥. Uberall sonst ist f(x,y) = 0. Es wird gezeigt, dass das Volumen unterhalb des

Graphen gleich 1 ist.

a) Was ergibt sich bei unverdndertem Definitionsbereich fiir das Volumen unterhalb
des Graphen, wenn f(x,y) = e * statt f(x,v) = e ist?

b) Was ergibt sich fiir das Volumen unterhalb des Graphen, wenn f(x,y) = e fiir al-
le (x,y) aus dem ersten Quadranten, die unterhalb der Winkelhalbierenden liegen
(und 0 sonst).
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Weitere Aufgaben zu Kapitel 16

16.4 Integration bei mehreren Variablen

[1] In Aufgabe 16.4.1 im Lehrbuch sollten Sie das Integral

I= // (X2 + x2 + x2) dx; dx; dx;
o

berechnen, wobei C der Einheitswiirfel in R? ist, der bestimmt ist durch die Unglei-
chungen 0 < x; < 1 fiir i = 1, 2, 3. Das Ergebnis ist I = 1. Was ergibt sich, wenn wir C
ersetzen durch C* = {(x1,x2,x3): —1 <x; <1;i=1,2,3}? Versuchen Sie, das Ergeb-
nis ohne Integration zu bestimmen.

[ 2] Berechnen Sie das Integral fol fol fol (x + y* + z%)dxdydz, indem Sie mindestens
zwei verschiedene Reihenfolgen der Integration verwenden.

Weitere Aufgaben zu Kapitel 16

[1] In Abbildung 14.3.2 im Lehrbuch wird der Graph der Funktion z = x*—
3x%y? + y* gezeigt. Berechnen Sie das Integral dieser Funktion iiber das Quadrat
RQ={xy: -1=x=1-1=<y=1}

Was kann man geometrisch aus diesem Ergebnis schlieBen? Ist das Volumen zwi-
schen den positiven z-Werten und der xy-Ebene groBer als das Volumen zwischen
den negativen z-Werten und der xy-Ebene?

[ 2] Berechnen Sie das Integral [ [*. [.'(xyz)dxdydz, indem Sie wie hier vorgege-
ben zunéchst iiber x, dann iiber y und zum Schluss iiber z integrieren. Kénnte man
schneller zum Ergebnis kommen?
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Optimierung ohne Nebenbedingungen

17.1 Zwei Variablen: Notwendige Bedingungen

[ 1] Bestimmen Sie die einzig mogliche Extremstelle (xo, yo) von

a) f(x,y) = —2x*+y*+48x—36y—100 b) f(x,y) = 2x% + y* —48x — 16y + 100

[ 2] Ein Unternehmen produziert zwei verschiedene Qualitdten A und B eines Gu-
tes. Die tdglichen Kosten fiir die Herstellung von x Einheiten der Qualitdt A und y
Einheiten der Qualitét B seien K(x,y) = 2x* —4xy + 4y* — 40x — 20y + 14. Die Preise
pro Einheit seien 24 Euro fiir Qualitdt A und 12 Euro fiir Qualitdt B. Das Unterneh-
men ist in der Lage, den gesamten Output zu diesen festen Preisen zu verkaufen. Die
Gewinnfunktion besitzt unter diesen Voraussetzungen ein Maximum. Bestimmen Sie
die Werte von x und y, die den Gewinn maximieren.

[ 3] Ein Unternehmen produziert zwei verschiedene Arten A und B von Spezial-
werkzeugen. Fiir die Herstellung von x Einheiten von A und y Einheiten von B seien
die tdglichen Kosten beschrieben durch K(x, y) = 6x*—24x+12xy—120y+12y*+344.
Eine Einheit des qualitativ hochwertigeren Spezialwerkzeugs A bietet das Unterneh-
men fiir 120 Euro an. Der Verkaufspreis eines Spezialwerkzeugs der Art B betrédgt
60 Euro. Unter diesen Voraussetzungen und der Annahme, dass alle hergestellten
Giiter zu den gegebenen Preisen abgesetzt werden, besitzt die Gewinnfunktion genau
ein Maximum. Wie viele Einheiten x und y der Spezialwerkzeuge A und B muss das
Unternehmen téglich produzieren, um den Gewinn zu maximieren?

[ 4] Die Funktion f(x,y) = x>+ xy +y*—18x—21y hat ein Minimum. Bestimmen Sie
die Stelle (xo, yo), an der das Minimum angenommen wird. Bestimmen Sie auerdem
den Minimalwert, d. h. f(xo, yo).

[ 51 Ein Unternehmen habe die Produktionsfunktion Q = F(K, L) = K*/2L"* mitK >
0 als Kapitalinput und L > 0 als Arbeitsinput. Der Erl6s pro verkaufter Einheit sei P.
Die Kosten pro Einheit Kapital bzw. Arbeit seien r bzw. w. Das Unternehmen mdchte
seinen Gewinn 7 (K, L) maximieren.

a) Geben Sie die notwendigen Bedingungen fiir ein Maximum des Gewinns an.

b) Nehmen Sie nun an, dass das Unternehmen einen Preis von P = 8 erzielen kann.
Die Kosten fiir die beiden Inputfaktoren sind r = 2 und w = 2. AuBlerdem ist die
gewinnoptimale Menge fiir den Inputfaktor Kapital K* = 8. Berechnen Sie die
gewinnoptimale Menge L*.

17.2 Zwei Variablen: Hinreichende Bedingungen

[ 1] Fiir welche (x, y) ist die Funktion f(x,y) = ¢” konvex?

[2] a) IstdieFunktion f(x,y) = 2x*+6y*+4xy+8y—16x+5 konkav oder konvex?

b) Bestimmen Sie die einzige kritische Stelle dieser Funktion. Ist dies eine Maxi-
mum- oder Minimumstelle?
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17.4 Lineare Modelle mit quadratischer Zielfunktion

[ 3] Die GoeKart AG produziert zwei verschiedene Arten A und B eines Fahrzeugs.
Der Preis fiir ein Fahrzeug des Typs A betrdgt 1000 Euro und der Preis fiir ein Fahr-
zeug des Typs B betrdgt 800 Euro. Die Kosten der Produktion von x Einheiten des
Typs A und y Einheiten des Typs B betragen C(x, y) = 150x* — 100xy + 60y* — 600x —
400y + 10000. Finden Sie das Produktionsniveau (x*, y*), das den Gewinn der Goe-
Kart AG maximiert.

17.3 Lokale Extremstellen

[ 1] Bestimmen Sie die kritischen Stellen der Funktion f(x,y) = x*/4 — 3x* —y* + 4
und klassifizieren Sie diese mit Hilfe der zweiten Ableitungen. Es ist moglich, dass
Sie dabei keine Entscheidung treffen kénnen.

[ 2] Bestimmen Sie die kritischen Stellen der Funktion f(x,y) = (x + y —2)* + (x* +
y —2)® — 8 und klassifizieren Sie diese. Untersuchen Sie auch, ob die Extremstellen
gegebenenfalls globale Extremstellen sind.

[ 3] Ermitteln Sie alle kritischen Stellen und klassifizieren Sie diese, wenn
a) f(x,y) = x> + 2xy — 6y> b) f(x,y) = 10x* —15xy +y* + 8

1 1 1
o fxy)=—zx'+ox+y"  d) flxy)=ox —x+y" 410

17.4 Lineare Modelle mit quadratischer Zielfunktion

[ 1] Ein Produkt werde auf zwei isolierten Mérkten angeboten, die Preise und Men-
gen seien P; und Q;,1 = 1,2, wobei gelte P; = 100— Q; und P, = 90 —2(),. Die Kosten
fiir die Herstellung seien C = 10(Q; + (2). Unter diesen Voraussetzungen besitzt die
Gewinnfunktion ein eindeutig bestimmtes Maximum. Bestimmen Sie die Mengen Q7
und die Preise P}, i = 1, 2, die die Gewinnfunktion maximieren. Geben Sie auch den
maximalen Gewinn an.

[ 2] Ein Unternehmen vertreibe ein Produkt auf zwei verschiedenen Méirkten mit

den Nachfragefunktionen P; = 150 — 2(); und P, = 79 — ;. Die Kostenfunktion sei

C=20Q+ Q.

a) Welche Preise P, und P, maximieren den Gewinn? Setzen Sie voraus, dass es ein
Maximum gibt.

b) Welcher Preis P maximiert den Gewinn, wenn ,,Diskriminieren‘ verboten ist, d. h.

wenn auf beiden Mérkten derselbe Preis gilt? Begriinden Sie in diesem Fall, dass
Sie das Maximum gefunden haben.
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Optimierung ohne Nebenbedingungen

17.5 Der Extremwertsatz

[ 1] Die Funktion f(x,y) = x? + y* + y — 2 sei definiert auf dem abgeschlossenen,
beschriankten Bereich D= {(x,y): 0<x<1,0<y <1}, d.h. auf dem positiven
Einheitsquadrat. Zeichnen Sie sich den Bereich auf. Bestimmen Sie die globalen
Maximum- und Minimumstellen dieser Funktion in D.

P
2

X

[ 2] Bestimmen Sie die Maximum- und Minimumstellen der Funktionf(x,y) = x* +
y*. Der Definitionsbereich der Funktion sei D = {(x,y): 0 < x <2und 0 < y < 2}. Ge-
hen Sie davon aus, dass die Funktion keine kritischen Stellen im Innern von D hat.

[ 3] Bestimmen sie die Extremstellen der Funktion f(x,y) = 2x* + 3y* + 6y + x + 3
mit dem Definitionsbereich D = {(x,y): 0 <x <2, 0 <y < 2x}.

[4] Die Funktion f sei auf dem Kreis K = {(x,y): x*+y* <1} definiert durch
f(x,y) = x* + y* + y. Bestimmen Sie die globalen Extremstellen und die zugehorigen
Extremwerte.

[ 5] Betrachten Sie die auf der Menge D = {(x,y): x* + y* < 9} definierte Funktion
f(x,y) = x* —x*—y? +9. Nach dem Extremwertsatz hat diese Funktion ein Maximum
und ein Minimum. Bestimmen Sie die Maximumstelle und den Maximalwert sowie
die Minimumstelle und den Minimalwert.

[ 61 Die Funktion f(x,y) = 9x+8y—6(x+y)?* ist gegeben auf dem Definitionsbereich
D={(xy)]0<x<4,y>0;y < EX—l— 1}. Bestimmen Sie die globalen Extremstellen

der Funktion. Skizzieren Sie sich zunéchst den Definitionsbereich in der folgenden

Abbildung.
o - Vﬂ//

d
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17.7 Komparative Statik und das Envelope-Theorem

17.6 Funktionen von mehreren Variablen

[ 1] Bestimmen Sie alle kritischen Stellen fiir
a) f(x1,xz,X3) = Xsz + X§X3 — X3

b) f(x1,x2,X3) = X} — 2X2%, + X5 + (x1 — 1)* + x5
o f(x,y,2) = X+ xy + 4y + z*

[ 2] Ein Unternehmen produziere von drei verschiedene Giitern die Mengen A, B
und C nach der Gesamtkostenfunktion K(A, B, C) = A* + 2B? + 3C* + AB+ BC + 100.
Die Marktpreise der Giiter seien dabei exogen vorgegeben mit ps = 40; pp = 50 und
pc = 80. Ermitteln Sie die gewinnmaximalen Produktionsmengen von A, B und C.
Hinweis: Betrachten Sie nur die notwendigen Bedingungen.

[ 3] Ein Unternehmen produziert drei verschiedene Giiter auf drei Aggregaten. Da-
bei entstehen fiir die Gesamtproduktion Fixkosten in Hohe von 500 Euro. Daneben
entstehen variable Kosten in Hoéhe von x?/2,y?/4 und z*/8, wobei x,y,z die pro-
duzierten Mengen sind. Das Unternehmen kann fiir alle drei Giiter jeweils 50 Euro
auf dem Markt verlangen. Berechnen Sie die gewinnmaximierende Angebotsmenge
(x*,y*, z*) fiir alle drei Giiter. Hinweis: Betrachten Sie nur die notwendigen Bedin-
gungen.

[ 4] Bestimmen Sie die einzige Extremstelle der Funktion g(x,y) = e(X*—txtaty?) 1ot
es ein Maximum oder ein Minimum? Hinweis: Die Maximierung (Minimierung) einer
Funktion ist dquivalent zur Maximierung (Minimierung) einer strikt monoton wach-
senden Transformation dieser Funktion.

[5] Die Funktion f(x,y,z) =1In (\/—XZ —y?—22 +20x + 30y + 262) besitzt eine
Maximumstelle. Bestimmen Sie diese. Beachten Sie, dass sowohl die In-Funktion als
auch die Wurzelfunktion strikt monoton wachsende Funktionen sind.

[ 61 Die Funktion h(x,y) = 1+1In(x®—3xy + y® + 2) hat genau eine lokale Extremstel-
le. Bestimmen Sie die Koordinaten (xo, o) dieser Stelle und geben Sie an, ob es sich
um ein Maximum oder Minimum handelt. Hinweis: Die Rechnung ldsst sich wesent-
lich vereinfachen, wenn Sie eine monotone Transformation der gegebenen Funktion
betrachten.

17.7 Komparative Statik und das Envelope-Theorem

[1] a) Ein Unternehmen produziere x Einheiten eines Gutes. Die gesamte herge-

stellte Ware kann zum festen Stiickpreis p verkauft werden. Die Kostenfunktion
2

sei C(x) = X? —2x.Das Unternehmen mochte seinen Gewinn maximieren. Es stellt
sich die Frage, wie der maximale Gewinn =* vom Preis abhédngt. Bestimmen Sie
den optimalen Gewinn 7*(p) als Funktion des Preises p und geben Sie die Ande-
rungsrate der Optimalwertfunktion beziiglich p an.

b) Beantworten Sie dieselben Fragen fiir folgende Situation: Der Stiickpreis sei p >

6 und die Kostenfunktion C(x) = 4x + x*. AuBerdem sind fiir jede produzierte
Einheit 2 Geldeinheiten Steuern zu entrichten.

129
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¢) Bestimmen Sie den optimalen Gewinn 7 *(p) als Funktion des Preises p und ge-
ben Sie die Anderungsrate der Optimalwertfunktion beziiglich p an, wenn dem
Unternehmen Fixkosten fiir die Miete der Produktionshalle in Héhe von 500, Ma-
terialkosten in Hohe von 20x, Belastungen durch Abgaben und Steuern in Hohe
von 2x? entstehen.

[ 2] Fiir einen Monopolisten gelte die Nachfragefunktion P(Q), wobei P der Preis ist,
wenn der Output Q ist. Die Kosten pro produzierter Einheit seien k. Die Gewinn-
funktion ist dann 7(Q) = QP(Q) — kQ. Das Maximum werde bei Q* = 145 Einheiten
erreicht. Um wieviel Euro dndert sich ungefdhr der maximale Gewinn, wenn die Kos-
ten um einen Euro steigen?

[ 3] Ein Unternehmen produziert und verkauft zwei Giiter A und B. Die Preise pro
Einheit seien P4 bzw. Pg. Die Kosten fiir die Produktion von x bzw. y Einheiten seien
C(x,y). Die Gewinnfunktion ist dann n(x, y) = P4-x+Pp-y—C(x,y). Das Unternehmen
erzielt seinen maximalen Gewinn, wenn es 50 Einheiten von Gut A und 75 Einheiten
von Gut B produziert, d.h. x* = 50 und y* = 75. Wie dndert sich der maximale Ge-
winn ungefdhr, wenn der Preis (pro Einheit) fiir Gut A um einen Euro fillt, wihrend
der Preis (pro Einheit) fiir Gut B um einen Euro steigt.

Weitere Aufgaben zu Kapitel 17

[1] Seig(x,y) = 3+x*—x*—y® mit dem Definitionsbereich D = {(x,y): x* + y* <1,

x > 0}.

a) Skizzieren Sie den Definitionsbereich D in dem folgenden Koordinatensystem. Ge-
ben Sie dabei deutlich zu erkennen, welche Linien zu D bzw. nicht zu D gehoren,
indem Sie durchgezogene bzw. gestrichelte Linien verwenden.

]

-2

b) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von g im Innern von D und klassifizieren
Sie diese.

c¢) Bestimmen Sie die globalen Extremstellen und Extremwerte von g in D.
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