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9275,0\ A

y
(V4),=1,96m/s

B
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N
M

P
U\@j 30,1°

(©)

(vg), = 1,41 m/s

X

ma(Va)y [Far mA(VAx)2

— @+@
mA(VAy) 1T mA(VA):)ZT

mp(Vpy)y

mB(VBX) 1 fF dt mB(VBx)Z
—P

mg(Viy),
(®)
Abbildung 4.20

Erhaltung des Impulses in x-Richtung Unter Bezugnahme auf die Impuls-
und die KraftstoBdiagramme schreiben wir

Mu(Vay) + Mp(Vee)1 = Mu(Vay), + mp(Vpy), (1)

Restitutionskoeffizient (beziiglich x-Richtung) Die angenommene Rich-
tung der Geschwindigkeitskoordinaten beider Scheiben nach dem ZusammenstoB ist
die positive x-Richtung, siehe Abbildung 4.20b:

(VBX )2 - (VAX )z
(VAX )1 - (VBX )1

(Vix)2 = (Vax)2 = €[(vadi — (Veoi] @)

Wir losen die Gleichungen (1) und (2) und erhalten

e=

(Va2 = [Ma(Va) + mp(Ve)1 — emp((Vax)s — (Vo)1) /(4 + mp)
= —1,26 m/s

(V)2 = [Ma(Vax)1 + mp(V)y + ema((Va) — (Vey)1)]/(m, + mp)
= 1,22 m/s.

Erhaltung des Impulses in y-Richtung Der Gesamtimpuls jeder der beiden
Scheiben bleibt in y-Richtung (entlang der Kontaktebene) erhalten, denn die Schei-
ben sind glatt und daher wirkt kein duBerer KraftstoB in dieser Richtung. GemaB
Abbildung 4.20b gilt

mA(VAy)l = mA(VAy)Z
(Vay)2 = 1,50 m/s
mB(VBy)l mB(VBy)Z
(Vgy), = —0,707 m/s.

Zeigen Sie, dass die resultierenden Geschwindigkeitsbetrége gleich den Ergebnis-
sen in Abbildung 4.20c sind.
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4.5 Drehimpuls

Der Drehimpuls oder Drall Hy eines Massenpunktes beziiglich eines
Bezugspunktes O ist definiert als das ,Moment“ des Impulses des Mas-
senpunktes beziiglich O. Dieser Begriff ist analog dem Moment einer
Kraft beziiglich eines Punktes. Daher heiit der Drehimpuls H, auch
Impulsmoment.

Skalare Schreibweise Bewegt sich ein Massenpunkt auf einer ge-
krimmten Bahn in der x-y-Ebene, Abbildung 4.21, kann der Drehimpuls
zu einem beliebigen Zeitpunkt um Punkt O (d.h. um die z-Achse) skalar
bestimmt werden. Der Betrag von Hy, ist

(Ho), = (d)(mv) (4.13)

worin d der Hebelarm, d.h. der senkrechte Abstand von O zur Wirkungs-
linie von mv ist. Die SI-Einheit von (H,), ist kg-m?/s. Die Richtung von
H, wird mittels der Rechte-Hand-Regel bestimmt. Wie in Technische
Mechanik — Band 1 erldutert, zeigt die Kriimmung der Finger der rechten
Hand den Drehsinn von mv um O an. In diesem Fall steht der Daumen
senkrecht auf der x-y-Ebene und zeigt entlang der +z-Achse.

Vektorschreibweise Bewegt sich ein Massenpunkt auf einer gekriimm-
ten Bahn im Raum, Abbildung 4.22, dann ist eine unmittelbare skalare
Auswertung (in Koordinaten) schwierig und man stellt eine vektorielle
Darstellung des Drehimpulses um O unter Verwendung des Kreuzpro-
duktes an den Anfang:

Hy=r X mv (4.14)

r ist der Ortsvektor vom Koordinatenursprung O zum Massenpunkt P.
Wie dargestellt steht H, senkrecht auf der grau unterlegten Ebene, in der
r und mv liegen.

Zur Auswertung des Kreuzproduktes werden r und mv in kartesischen
Koordinaten geschrieben und der Drehimpuls durch Berechnung der
Determinante

i j k
H,=| r, T, I, (4.15)

mv, mv, mv,

bestimmt.

4.6 Drehimpulssatz

Die Momente aller dufleren Krifte auf den Massenpunkt in Abbildung
4.23 um Punkt O sollen mit dem Impulsmoment H, beziiglich des-
selben Punktes in Beziehung gesetzt werden. Ausgangspunkt ist das
Newton’sche Grundgesetz

>F=mv

)

P
r

mT
o

y
d D/
)/ "
Abbildung 4.21
z
\ Y
— =rxmv

Abbildung 4.22

0

Inertialsystem

Abbildung 4.23

283


https://www.pearson.de/9783863263034

Kinetik eines Massenpunktes: Impuls und Drehimpuls

Dazu bildet man das Kreuzprodukt beider Seiten des Newton’schen
Grundgesetzes (von links) mit dem Ortsvektor r. Linksseitig ergibt sich
das resultierende Moment > M, aller Krifte beziiglich des genannten
Punktes O, und insgesamt erhalten wir

SM,=rx > F=rxmv

Gemial Anhang C kann der Differenzialquotient des Impulsmomentes
r X mv mittels Produktregel als

H, =%(rxmv)=i‘><mv+r><m"/
geschrieben werden. Der erste Term auf der rechten Seite dieser Bezie-
hung verschwindet, denn es gilt ¥ x mv = m(r Xr) =0, weil das Kreuz-
produkt eines Vektors mit sich selbst null ist. Das Moment von mv auf
der rechten Seite der eingangs formulierten Gleichung kann demnach
als Zeitableitung des Drehimpulses geschrieben werden, rx mv = H,,
sodass sich insgesamt

>M, =H, (4.16)

ergibt. Diese Gleichung besagt, dass das resultierende Moment aller auf
einen Massenpunkt wdhrend seiner Bewegung einwirkenden Krdifte
beziiglich eines frei wihlbaren Punktes O gleich der zeitlichen Anderung
des Drehimpulses des Massenpunktes beziiglich dieses Punktes ist. Die
Aussage wird als Drehimpulsatz oder Drallsatz in differenzieller Form
bezeichnet und ist ganz dhnlich dem Ergebnis

>F=p (4.17)

gemdB Gleichung (4.1) unter expliziter Verwendung des Impulses
p = mv: Die resultierende Kraft auf einen Massenpunkt wdhrend seiner
Bewegung ist gleich der Anderung des Impulses des Massenpunktes.

Aus den Herleitungen wird klar, dass sowohl Gleichung (4.17) als
auch Gleichung (4.16) eine andere Schreibweise fiir das Newton’sche
Grundgesetz sind. Bei der Betrachtung einzelner Massenpunkte werden
keinerlei Zusatzinformationen iiber das Newton’sche Grundgesetz hin-
aus verwendet, es handelt sich eineindeutig um dquivalente Aussagen,
die nur durch mathematische Aquivalenzoperationen ein anderes Aus-
sehen angenommen haben. In weiteren Abschnitten des Buches wird
gezeigt, dass fiir Massenpunktsysteme und starre Korper der Drallsatz
eine weitergehende Aussage als das Newton’sche Grundgesetz darstellt
und als weiteres Axiom zum Newton’schen Grundgesetz (d.h. dem
Schwerpunktsatz) hinzutritt.
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Die Kiste in Abbildung 4.24a hat die Masse m, gleitet rei-

bungsfrei die kreisformige Rampe hinunter und erreicht beim

Winkel 6 die Geschwindigkeit v. Bestimmen Sie in dieser Posi-
tion ihren Drehimpuls beziglich des Punktes O und ihre Beschleunigung a;.

0. " sin 6

(a) (®)
Abbildung 4.24
Lésung

Da v tangential zur Bahnkurve verlauft, ergibt sich gemaB Gleichung (4.13) fiir den
Drehimpuls
H,= rmv

Die Beschleunigung (dv/dt) wird mit Gleichung (4.16) bestimmt. Dem Freikorper-
bild der Kiste in Abbildung 4.24b ist zu entnehmen, dass nur das Gewicht G = mg
ein Moment beziiglich O bewirkt:

. i d
>M,=H,; mg(rsind)= E(rmv)

Da r und m konstant sind, erhalten wir

m rsin@-rmd—v
& S dt
—V—gsin6

dt
Auf das gleiche Ergebnis fiihrt natiirlich auch die direkte Anwendung des New-

ton'schen Grundgesetzes in tangentialer Richtung, siehe Abbildung 4.24b:

> F, =ma,; mgsinf= m((ji—‘;)

d—V—gSin0

dt
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Das Auto mit der Masse m fahrt auf der in Abbildung 4.25a gezeigten kreisformi-
gen StraBe. Die Rader ibertragen eine Zugkraft von F = kt* auf die StraBe.
Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Autos bei t = ¢,. Die Anfangsgeschwin-
digkeit des Autos betragt v(t =0) = v,. Vernachlassigen Sie die GroBe des Autos.
k=150N/s% t, =58 vo=5m/s

zZ

(b)

Abbildung 4.25
Lésung

Freikorperbild  Abbildung 4.25b zeigt das Freikorperbild des Autos. Wenn
wir den Drehimpulssatz um die z-Achse anwenden, lassen sich der vom Gewicht
erzeugte Drehimpuls, die Normalkraft und die radiale Reibungskraft eliminieren,
da sie parallel zur Achse wirken oder hindurchgehen.

Drehimpulssatz in integraler Form
[
(H,),+> [ . M,dt =(H,),
tZ
Rmv, + [ RFdt = Rm v,
1 p2 1 p2
v,=v, +Ef1 Fdt=v, +Ef1 kt*dt
1 ,F 1,
VZ=V1+£I(1' =V0+Ektl

1
v, = 9,17 m/s
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Wie bereits der Impulssatz in integraler Form gemdl Gleichung (4.2),
(4.3) bzw. (4.4) aus der Formulierung geméB Gleichung (4.1) bzw. (4.17)
in differenzieller Form durch Zeitintegration folgte, kann eine derartige
Rechnung auch auf den Drallsatz in differenzieller Form gemél Glei-
chung (4.16) angewendet werden. Wird er in der Form >M,dt = dH,,
geschrieben und integriert, erhédlt man ndmlich unter der Annahme,
dass zum Zeitpunkt ¢ = t; der Drehimpuls H, = (Hy), genannt wird und
zum Zeitpunkt t = t, entsprechend Hy = (H,), ist,

S [Mydt = (H,), - (H,),

oder
(H,), +§ijOdt =(H,), (4.18)

Dies ist die integrale Form des Drehimpulssatzes. Die Anfangs- und End-
drehimpulse (Hy), und (Hy), sind definiert als Moment des Impulses des
Massenpunktes Hy = r X (mv) zu den Zeitpunkten t, bzw. t,. Der zweite
Term Y f M, dt auf der linken Seite wird als MomentenstoB (oder eben-
falls als Drehimpuls) bezeichnet. Er wird durch Zeitintegration des resul-
tierenden Moments aller auf den Massenpunkt im Zeitraum von ¢, bis t,
einwirkenden Kréfte bestimmt und wegen My, = r X F damit in vektoriel-
ler Form

t, t,
MomentenstoB = fMOdt = f(r xF)dt (4.19)

21 21

geschrieben. Der Ortsvektor r geht dabei vom Bezugspunkt O zu einem
Punkt auf der Wirkungslinie von F.

Vektorielle Schreibweise Mit dem Impuls- und Drehimpulssatz (in
integraler Form) kénnen also zwei Gleichungen angegeben werden, die
die Bewegung des Massenpunktes beschreiben, ndmlich in vektorieller
Formulierung die Gleichungen (4.3) und (4.18):

)
mv, +2det =mv,

4

| (4.20)
(Hp), + 3 [ Mydt = (H,),

21
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Skalare Schreibweise Im Allgemeinen konnen diese Gleichungen in
beliebigen Koordinatensystemen ausgewertet werden, z.B. in einem
kartesischen x,y,z-Koordinatensystem. Somit ergeben sich bei allge-
mein rdumlicher Bewegung zwei mal drei skalare Gleichungen. Ist die
Bewegung des Massenpunktes auf die x-y-Ebene beschrédnkt, kénnen
zur Beschreibung dieser Bewegung 2 + 1 = 3 skalare Gleichungen
angeschrieben werden, ndmlich

el ) oS3 = )
111(Vy)1+§:j1Fydt=m(Vy)2 (4.21)
(Ho), +3 [ Mydt = (H,),

Die ersten beiden Gleichungen reprédsentieren den Impulssatz in der x-
und y-Richtung aus Abschnitt 4.1 und die dritte Gleichung spiegelt den
Drehimpulssatz um die z-Achse wider.

Drehimpulserhaltung Sind die Momentenst6Be eines Massenpunktes
wihrend der Zeitspanne von t; bis t, gleich null, vereinfacht sich die
Gleichung (4.18) auf

(Hp), = (Ho), (4.22)

Diese Beziehung nennt man Drehimpulserhaltungssatz und bedeutet,
dass der Drehimpuls wihrend des Zeitraumes von t, bis t, sich nicht
dndert, d.h. zu jedem Zeitpunkt konstant bleibt. Liegt kein dufierer Kraft-
stoB auf den Massenpunkt vor, bleiben Impuls und Drehimpuls erhal-
ten. In bestimmten Fillen kann aber trotz fehlender Impulserhaltung
der Drehimpuls erhalten bleiben. Ein Beispiel dafiir ist ein Massen-
punkt, an dem nur ein zentrales Kriftesystem angreift (Abschnitt 2.8).
Wie in Abbildung 4.26 dargestellt, ist die resultierende Impulskraft F
immer auf O gerichtet, wihrend sich der Massenpunkt auf der gekenn-
zeichneten Bahnkurve bewegt. Der durch die Kraft F verursachte
MomentenstoB auf den Massenpunkt um die z-Achse durch den Punkt
O ist immer null. Daher bleibt der Drehimpuls des Massenpunktes um
diese Achse immer erhalten.

Abbildung 4.26
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Es ist abschlieBend festzuhalten, dass bei der Bewegung eines einzelnen
Massenpunktes unter der Einwirkung von Kréften die Aussagen des
Impuls- und des Drehimpulssatzes nicht voneinander unabhéngig sind.
Liegt eine Zentralbewegung vor, ist allerdings die Verwendung des Dreh-
impulssatzes besonders effizient, weil dieser dann in Form einer Dreh-
impulserhaltung beziiglich des Drehzentrums verwendet werden kann.

Fir die Anwendung der integralen Form des Drehimpulssatzes und des Dreh-
impulserhaltungssatzes fiir die Bewegung einzelner Massenpunkte wird der
folgende Losungsweg vorgeschlagen:

Freikérperbild

B Zeichnen Sie ein Freikorperbild zur Ermittlung jener Achsen, beziiglich derer
eine Drehimpulserhaltung auftritt. Dazu missen die Momente aller Krafte
(oder der zugeordneten KraftstoBe) parallel zur betreffenden Achse sein
oder durch diese Achse hindurchgehen, damit kein Momentensto wah-
rend der betrachteten Zeitspanne von ¢, bis t, erzeugt werden kann.

B Legen Sie positive Koordinatenrichtungen fest, ermitteln Sie damit Betrag
und Richtung der Anfangsgeschwindigkeit des Massenpunktes und neh-
men Sie die Richtung der gesuchten Endgeschwindigkeit konsistenterweise
in positive Koordinatenrichtung an.

B Alternativ konnen Sie auch MomentenstoB- und Drehimpulsdiagramme fiir
den Massenpunkt zeichnen.

Impulsgleichungen
B Wenden Sie den Drehimpulssatz

(Ho), +E}(er)dt =(Hp),

oder gegebenenfalls den Drehimpulserhaltungssatz (Hy), = (Hp), an.

Unter Vernachldssigung des Luftwiderstandes
bleibt der Drehimpuls der Fahrgaste eines Ket-
tenkarussells um die Drehachse erhalten. Das
Freikorperbild zeigt, dass die Wirkungslinie der
Normalkraft N des Sitzes auf den Fahrgast durch
diese vertikale Achse geht und das Gewicht G
des Fahrgastes parallel dazu ist. Um die z-Achse
wirkt demnach keinerlei MomentenstoB.
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.

(a)

AR
3%5\/13

Der Klotz vernachlassigbarer GroBe ruht auf einer glatten horizontalen Ebene,
siehe Abbildung 4.27a. Er ist in A an einem schlanken Rundstab vernachlassig-
barer Masse befestigt, dieser wiederum an einem Drehgelenk in B. Es wird das
Moment M auf den Rundstab und die Kraft P auf den Klotz aufgebracht. Bestim-
men Sie die Geschwindigkeit des Klotzes, die er aus der Ruhe heraus, bei t = 0,
nach der Zeit t = t, erreicht.

M=ct,P=10N,c=3Nm/s, ryp=04m m=5kg t, =4s

3

8

Z
|M
(VA)Z‘////iN\\\
\\FB ~—p
N
B

> —p {—
.

(b)
Abbildung 4.27

Lésung

Freikérperbild  Wir betrachten das System aus Rundstab und Klotz, Abbildung
4.27b. Die resultierende Reaktionskraft F im Drehgelenk fallt dann aus der
Betrachtung heraus, wenn der Drehimpulssatz um die z-Achse angewendet wird.
Dann fallen auch die vom Gewicht G und der Normalkraft N erzeugten Momen-
tenstoBe ebenfalls heraus, denn ihre Wirkungslinien verlaufen parallel zur z-Achse
und liefern keine Wirkung beziiglich dieser Achse.

Drehimpulssatz in integraler Form
t
(H,)y+3 [ Mp,dt =(H,),
0
t
0+ [ (ct+r,,P)dt = m(v,), 1,
0

c P
(vy), =——t+—t,=20m/s
1 2mr,, m
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Der Ball B in Abbildung 4.28a ist an einem masselosen,

undehnbaren Seil befestigt, das durch ein Loch in A im hori-

zontalen, glatten Tisch geht. In der Entfernung r; vom Loch
dreht sich der Ball mit der konstanten Geschwindigkeit v, auf dem Tisch im Kreis.
Durch die Kraft F wird das Seilende mit der konstanten Geschwindigkeit v, vertikal
nach unten gezogen. Bestimmen Sie (a) die Geschwindigkeit des Balles, wenn sein
Bahnradius den Wert r = r, erreicht, und (b) die von F geleistete Arbeit beim Ver-
kiirzen des Radius von r; auf r,. Vernachldssigen Sie die GroBe des Balles.

m=04kg r,=05m,r,=02m,v,=1,2m/s, vo=2m/s

Lésung

Teilaufgabe a)

Freikérperbild Wahrend der Ball seinen Bahnradius von r; nach r, verringert,
Abbildung 4.28b, verlauft die Wirkungslinie der Kraft F immer durch die vertikale
z-Achse und die des Gewichtes G sowie der Normalkraft IV parallel dazu. Somit
sind die Momente bzw. die Momentenst6Be dieser Krafte um diese Achse gleich
null. Es gilt also bezliglich der z-Achse der Drehimpulserhaltungssatz.

Drehimpulserhaltung Die Geschwindigkeit v, des Balles zum Zeitpunkt ¢ = ¢,
wird in ihre beiden Komponenten in radiale Richtung v,, zum Zentrum A und senk-
recht dazu (v,g) zerlegt. Der radiale Anteil ist bekannt, v,, = v, ruft aber um die
z-Achse keinen Drehimpuls hervor. Deshalb verbleibt bei Anwendung des Dreh-
impulserhaltungssatzes um die z-Achse die Aussage
H,=H,
1MV, = IpIMpVag

Vag = (/1) vi = 3 m/s

Die resultierende Geschwindigkeit v, des Balles ist somit
v, = (v, ) +(vy) =3,606 m/s

Teilaufgabe b)

Die einzige relevante Kraft ist F (Normalkraft und Gewicht stehen senkrecht auf der
Bewegungsrichtung des Balles auf der horizontalen Unterlage). Die kinetische Ener-
gie des Balles am Anfang und am Ende kénnen angegeben werden, sodass aus dem
Arbeitssatz fiir das System aus Seil und Ball

L+2W,=T,

Loview, =1my?

2 1 F_z 2
W, =2,312]

folgt.

(a)

(b)
Abbildung 4.28
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Vi v

X

(b)
Abbildung 4.29

L\\lo \FL%

Die kleine Scheibe der Masse m in Abbildung 4.29a befindet sich auf einer glatten,
horizontalen Oberflache und ist an einem elastischen Seil (Federkonstante c¢) befes-
tigt, das anfangs bei der Lange I, ungedehnt ist. Die Scheibe erfahrt bei noch unge-
spannter Lange die Anfangsgeschwindigkeit v, senkrecht zum Seil. Bestimmen Sie
die resultierende Geschwindigkeit der Scheibe in dem Moment, wenn das Seil um s
gedehnt ist und die dabei auftretende Dehnungsgeschwindigkeit des Seiles.
m=2kg, vy=1,5m/s,[,=0,5m,s=0,2m, c =20 N/m

Lésung

Freikérperbild Zu Anfang gleitet die Scheibe reibungsfrei auf der glatten
Unterlage auf einer Kreishahn; danach wird die Scheibe in radialer Richtung freige-
geben und bewegt sich auf einer spiralférmigen Bahnkurve nach auBen, siehe
Abbildung 4.29b. Der Drehimpuls beziiglich des Punktes O (d.h. um die z-Achse)
bleibt erhalten, denn keine der Kréfte erzeugt einen MomentenstoB um diese
Achse. Ist der Abstand (I, + s) erreicht, liefert lediglich der senkrecht auf dem
gedehnten Seil stehende Geschwindigkeitsanteil v, einen Drehimpuls der Scheibe
beziiglich der vertikalen z-Achse durch O.

Drehimpulserhaltung Der Anteil v,” wird durch Anwendung der Drehimpuls-
erhaltung bezliglich O (um die z-Achse) ermittelt:

(Ho)o = (Ho),
Iymvy = (Iy+s)mv,’
v," = [y /(Iy+s)] vo = 1,07 m/s
Energieerhaltung Die resultierende Geschwindigkeit v, der Scheibe wird
durch Anwendung des Energieerhaltungssatzes auf die Scheibe wéhrend der
betrachteten Bewegung ermittelt, und zwar vom Anfangspunkt, in dem die Scheibe
freigegeben wird, bis zu dem Moment, in dem das Seil um s gedehnt wird.
T, +V,=T,+V,

1 2 1 2,1 .2
2mv0+0 2mvl+zcs

@
v,=,vi——s*=1,36 m/s
m
Aus der resultierenden Geschwindigkeit v, der Scheibe und ihrem senkrecht auf

dem Seil stehenden Anteil v, kann der Anteil in radialer Richtung — die Dehnungs-
geschwindigkeit v, des Balles — mit dem Satz des Pythagoras bestimmt werden:

v = vi—v,”? =(1,36)° —(1,07)°m/s = 0,838 m/s
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